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X. 


LEÇONS SUR L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉREN- 
TIELLES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 


` 


Professées à Stockholm (Février, Mars 1906) sur l'invitation de S. M. le 
Roi de Suède. Nouveau tirage. Paris, Hermann, 1912 (*). 


PRÉFACE À LA NOUVELLE IMPRESSION. 


Les exemplaires, qu'on avait tirés en 1906 à Upsal, de mes leçons de 
Stockholm, étaient épuisés depuis quelques années. C’est pourquoi j'ai été 
heureux de pouvoir autoriser MM. HERMANN et fils à en exécuter un nouveau 
tirage par procédé anastatique. J'aurais bien désiré d’en faire une nouvelle 
édition avec des additions, mais en ce moment, étant très absorbé par d’autres 
travaux, je n'aurais pas le temps de m’en occuper. J'ai ajouté, aux corrections 
qui sont placées à la fin du volume, quelques notes bibliographiques, qui 
pourront compenser, dans une certaine mesure, les additions que je n’ai pas 
fait dans le texte. J'espère qu’on voudra bien me pardonner si dans les cita- 
tions il y a des omissions involontaires. 

Beaucoup des sujets qui sont traités dans cet ouvrage ont fait des pro- 
grès depuis l’époque où ces leçons ont paru. En particulier, la théorie des 
fonctions qui dépendent d’autres fonctions a progressé. grâce à mes propres 
travaux et à ceux de MM. HADAMARD, FRÉCHET, PAUL LÉVY, et d’autres 
auteurs. Pour l’exposition de ces recherches, il aurait fallu de très longs dé- 
veloppements. 

Dans l'introduction se trouve cette remarque: «L’étude des équations 
du type parabolique n’est pas si avancée que celle des équations des autres 
types ». C'était vrai en 1906, ce n’est plus exact aujourd’hui. Il y a mainte- 
nant beaucoup de travaux modernes sur les équations du type parabolique 
d’un grand intérêt, soit au point de vue de l’analyse pure, soit à celui des 
applications à la théorie de la chaleur et de la viscosité. Je suis heureux 
que les leçons 10 et 11 consacrées à ce sujet, aient donné une impulsion aux 
recherches des géomètres dans cette direction. 

Ariccia, Août 1912. 


(*) Si è ritenuto opportuno pubblicare di queste Lezioni la seconda edizione, che 
differisce dalla prima (Upsal, Almqvist & Sviksell, 1906) per l'aggiunta della Prefazione, 
per qualche complemento alle bibliografie e per talune correzioni, di cui, naturalmente, si 
è tenuto conto. [N. d. R.]. 
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1°" leçon. 
INTRODUCTION. 


. Le cours que je ferai se rapportera à quelques points de la théorie des 
té différentielles de la physique mathématique. On sait que la physi- 
que mathématique traverse une période de crise. On abandonne certaines 
idées pour en suivre de nouvelles. Tous ceux, par exemple, qui ont lu les élo- 
quentes pages que M. POINCARÉ a consacré à cette question et ceux qui ont 
pris connaissance de l’état actuel de la science dans le bel ouvrage de M. PICARD, 
sont renseignés d’une manière fort claire là-dessus. Mais, même si certains 
concepts que nous avons maintenant sur la nature des phénomènes naturels 
et quelques principes fondamentaux devaient être ébranlés par de nouveaux 
faits et de nouvelles découvertes, une partie de la physique mathématique a 
bien des chances de se sauver du naufrage. Elle représente en effet, peut-être 
d’une manièré grossière, mais certainement d’une manière très-simple, une 
grande partie des faits naturels connus, les relie ensemble et a une utilité pra- 
tique hors de toute discussion. 

L'histoire des sciences nous offre PSE de théories analytiques de 
certains phénomènes qui ont été créées sous l'influence de certains principes 
et qui ont résisté à la chute de ces principes. Pour n’en citer qu’un seul, parmi 
la foule de ceux qui se présentent, il suffit de rappeler la théorie des instru- 
ments optiques qui se conserve dans ses lignes générales, tandis que les prin- 
cipes de l’optique ont subi tant d’évolutions. 


2. Les théories de la propagation de la chaleur, de l’hydrodynamique, de 
l’élasticité, des forces newtoniennes et de l’électromagnétisme peuvent être 
aujourd’hui traitées sous un point de vue commun, de sorte qu’elles peuvent 
constituer un seul chapitre d'analyse. On peut systématiser les méthodes qu’on 
emploie et classifier tous les faits qui s’y rapportent par la classification des 
équations différentielles dont ils dépendent. Cela conduit à envisager trois 
types d'équations différentielles qu’on a l’rabitude d'appeler elliptique, hyper- 
bolique et parabolique et des types mixtes. 

Lorsqu'on étudie les choses sous cet aspect une seule formule est capable 
de nous révéler sous une formé unique des propriétés qui se rapportent à des 
phénomènes en apparence divers entre eux. Quelquefois l’analogie est une 
simple analogie analytique, quelquefois elle va bien au delà. 

Supposons maintenant pour un instant que la base des faits physiques sur 
laquelle pose l'édifice analytique vienne manquer, ou qu'on la néglige. Cet 
édifice est tellement solide et utile par lui-même qu’il continuerait à subsister 
comme un des plus beaux chapitres de l’analyse. 


3. Le point de départ de toutes les considérations dont nous venons de 
parler est d'envisager un ensemble continu ou un domaine à une, deux ou 
trois dimensions. À chaque point du domaine correspond une quantité sca- 
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laire ou un vecteur ou plusieurs quantités scalaires et plusieurs vecteurs liés 
par les équations différentielles. Ces quantités sont quelquefois: constantes par 
rapport au temps et quelquefois variables. Dans ce cas on a en général un 
grand avantage en considérant les temps comme une nouvelle coordonnée. 

Tout le monde sait que les idées des physiciens ont toujours oscillé entre 
le concept d'un milieu continu, siège de tous les phénomènes par lequel on 
tâche de supprimer toute action à distance, et le concept fondé sur l’hypothèse 
des molécules séparées et des actions à distance. 

Il ne faut pas croire que nos considérations soient liées forcément au pre- 
mier concept. Elles correspondent aussi à l’autre. Il suffit pour cela de rappeler 
que CAUCHY, POISSON, FOURIER, LAPLACE, qui suivaient les idées qu’on ap- 
pelle maintenant de la mécanique physique, c’est à dire au fond le second 
sistème, ont été les premiers à découvrir les équations différentieiles qui for- 
ment la base des théories analytiques. Il leur a fallu, pour y parvenir, faire un 
passage à la limite qui les a amené du discontinu au continu. Mais une fois 
cette limite franchie, les deux conceptions au point de vue analytique se 
mèlent dans la plupart des cas. 


4. Je maurai pas le temps de traiter d’une manière complète le chapitre 
d'analyse dont je viens de parler. Je toucherai seulement à quelques points, 
qui me semblent avoir un certain intérét et que je crois nouveaux. Le rôle 
que certaines solutions polydromes jouent dans les différents cas, voilà un 
point que je tâcherai d'examiner avec quelque détail. Nous envisagerons ces 
‘solutions dans les différents types d'équations et pour nous familiariser avec 
elies nous étudierons d’abord les solutions polydromes dans le cas de l’équi- 
libre élastique. Elles nous conduisent à des résultats pratiques et frappants 
qu'on peut montrer par des modèles matériels qui nous dévoilent leur vrai 
caractère et leur importance. Le cas d'équilibre des corps élastiques à connexion 
multiple, non assujettis à des forces externes, est en dépendance étroite avec 
les solutions polydromes, et nous offre de nouveaux problèmes de la théorie 
de l’élasticité. 


5. La théorie des fonctions est liée aux problèmes de physique mathéma- 
tique qui dépendent de l'équation de LAPLACE à deux variables. Si l’on envi- 
sage, par exemple, un voile liquide incompressible infiniment mince qui est en 
mouvement, tout théorème de la théorie des fonctions peut être interprété 
comme un theorème relatif au mouvement. Réciproquement toute propriété du 
mouvement peut être interprétée comme un théorème de la théorie des 
fonctions. On obtient cette relation par les fonctions conjuguées qu’il faut 
regarder comme la partie réelle et le coefficient de l'imaginaire dans la théorie 
des fonctions et en hydrodynamique comme le potentiel de vitesse et la fonc- 
tion qui définit les lignes des courants. 

Mais cela est borné au cas de deux dimensions. Comment généraliser la 
chose au cas d’un nombre quelconque de dimensions? Je montrerai que la 
théorie des fonctions conjuguées peut s'étendre au cas général par l’introduc- 
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tion d’un nouveau concept analytique sur lequel je reviendrai tout à l’heure. 
Cela nous amènera à exposer certaines vues nouvelles sur la théorie générérale 
des fonctions. 


6. Par rapport aux équations du type hyperbolique j'exposerai d’abord, 
sans entrer dans les détails, quelques résultats que j'ai trouvés et publiés 
il y a quelques temps et qui plus recemment ont été étendus et complétés par 
d’autres géométres. 

Ensuite je tâcherai de montrer le rôle bien singulier que joue le principe 
des images. La mémorable méthode de LORD KELVIN peut être employée 
quelquefois même dans ce cas et amène à des résultats plus simples que dans 
celui des équations du type elliptique. L'influence de la réalité des caractéri- 
stiques se révèle par là d’une manière frappante. 

= Il y a un mémoire très-profond de WEIERSTRASS sur l'intégration des 
équations différentielles linéaires aux dérivées partielles où il expose une mé- 
thode par laquelle il intègre quelques équations du type hyperbolique. M™e 
KOWALEWSKI a appliqué dans un travail sur l’optique la méthode de WEIER- 
STRASS, mais, sans s’en douter, elle avait à faire avec des fonctions polydromes, 
c'est pourquoi la methode ne l’a pas amenée au résultat qu’elle cherchait. 
J'entrerai dans la discussion de cette question et du rôle de la solution poly- 
drome. Je n’ai connu aucun géomètre, après M®° KOWALEWSKI, qui ait employé 
la méthode de WEIERSTRASS et elle paraît comme une méthode à part qui n’est 
pas reliée aux autres. Je serai heureux de montrer qu’elle se rattache d’une 
manière très-simple à la méthode de KIRCHHOFF. Or, puisque les méthodes de ` 
KIRCHHOFF, de GREEN et de RIEMANN ont des rapports étroits entre elles, 
toutes ces différentes méthodes restent reliées ensemble. 


7. Les dernières leçons seront consacrées aux équations différentielles du 
type parabolique. Leur étude n’est pas si avancée que celle des équations des 
autres types. Au premier abord il ne semble pas que la méthode des caracté- 
ristiques, qui a donné les résultats les plus généraux dans le cas hyperbolique, 
puisse conduire à embrasser tous les résultats connus lorsqu'on l’applique aux 
équations du type parabolique. Nous montrerons où est la difficulté. On a 
toujours conçu la méthode de RIEMANN comme bornée au domaine des varia- 
bles réelles. Au contraire pour approfondir avec succès la question des équa- 
tions du type parabolique, il faut commencer par étendre la méthode aux varia- 
bles complexes et ensuite l’'employer ainsi généralisée. 

Comme application des formules qu’on a dans les cas des équations du 
type parabolique j'exposerai la solution d’un problème qui se rapporte aux 
oscillations des fluides incompressibles. J'aurai ainsi l’occasion de dire quel- 
ques mots par rapport à cette question générale qui d’un côté est liée aux 
équations du type elliptique et d’un autre côté à bien des rapports avec les 
problèmes des ondes qu’on étudie par des équations du type hyperbolique. 
Je donnerai à ce propos une formule analogue à celle ordinaire de GREEN qui 
contient une fonction analogue à celle qu’on appelle fonction de GREEN. 
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8. Voilà le programme du cours. Cependant je n’ai pas encore parlé d’une 
manière explicite d’une question dont j'aurai l’occasion de traiter avec quelque 
détail. Nous avons vu que dans nos considérations nous prenons comme fon- 
dement un continu à un certain nombre de dimensions, dans lequel on envisage 
des quantités scalaires ou des vecteurs. Supposons que nous ayons une quantité 
scalaire qui soit une fonction des points d’un domaine à trois dimensions, et 
pour fixer les idées supposons que ce soit la température des points d’une sur- 
face. Aura-t-on examiné d’une manière complète la question en envisageant 
cette quantité scalaire comme une fonction de trois variables, c’est à dire 
des coordonnées des différents points de la surface et du temps? Il est facile 
de se convaincre que, si nous pouvons changer arbitrairement la température 
au contour du corps, la température dépendra aussi de toutes les valeurs de 
la fonction qui exprime la température au contour. De même le potentiel 
d'un corps déformable dépendra de la forme du corps. On est par là amené 
d’une manière fort naturelle, et l’on peut même dire qu’on est forcé d'envisager 
non seulement les fonctions qui dépendent d’un certain nombre de variables, 
mais aussi celles qui dépendent de la forme de certaines lignes et de certaines 
surfaces et de toutes les valeurs de certaines fonctions. Nous aurons l’occasion 
de parler de ce concept et de développer quelques idées sur ces fonctions 
et sur leur inversion, lorsque nous entrerons dans le sujet dont nous avons 
touché au § 5. 


zième leçon, 


1. Envisageons dans un plan les axes coordonnés x,y et la fonction 
0 = arc tg(y/x). 

0 est l’angle que le rayon vecteur fait avec l'axe x. Partons d’un point 
M, situé sur l'axe x, et, après avoir parcouru un cycle M, NM, autour de 
l’origine, revenons au point de départ M,. 

En prenant les valeurs de 0 qui se sui- 
vent avec continuité, la valeur 0, qu’on trouve 
en M, après avoir parcouru le cycle est égale à 
la valeur initiale augmentée de 27. Voilà un 
exemple très-simple d’une fonction po/ydrome. 


: : ð b 
Les dérivées partielles = FRA EU i 


i = Re ainsi que les dérivées successives 
sont finies continues et monodromes excepté à 
l'origine. C’est pourquoi dans un domaine S 
qui ne comprend pas l’origine les dérivées 20/x, 20/8y seront regulières ainsi 
que leurs dérivées successives. 


2. Rappellons un théorème de calcul intégral qu’on appelle théorème 
de GAUSS. 
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Soit S un domaine à trois dimensions, X , Y , Z trois fonctions monodromes 
finies et continues qui ont des dérivées monodromes finies et continues. On a 


oX 2Y aZ 
h (par 
= [x cos nx + Y cos ny + Z cos nz) do 
ó 


o étant le contour du domaine S, n la normale 
à © dirigée vers l'extérieur du domaine S. 
Rappelons aussi le théorème de STOKES. 
co étant une surface ayant pour contour s et 
X,Y,Z étant des fonctions monodromes finies 
et continues dont les dérivées sont aussi monodromes finies et continues, on a 


ðZ 2Y y ox eZ IY IX 
N-S nx + (5 cos ny + T ) cos nz | do 
o 


eigd [(X dx + Y dy + Z do) 
s 


n étant la normale à 6. On peut faire l'intégration sur le contour s dans une 
direction telle que l'intégrale du second membre soit précédée du signe + 

3. Un domaine à trois dimensions est acyclique où à connexion simple 
si toute ligne fermée que l’on peut tirer à l’intérieur peut se réduire infiniment 
petite par une déformation continue sans sortir du domaine. 

Si cette condition n'est pas vérifiée, le domaine est cyclique ou à con- 
nexion multiple. Supposons que par une coupure transversale un espace cycli- 
que devienne acyclique, on dit alors que cette connexion est double. Si l'espace 
cyclique devient acyclique lorsqu’on fait deux coupures, on dit que la conne- 
xion est triple, et ainsi de suite. Dans tout domaine acyclique une ligne 
fermée peut être regardée comme le contour d’une surface située à l’inté- 
rieur du domaine. 


4. Dans la théorie de l’élasticité on peut envisager un milieu continu et 
l'on peut supposer qu’il existe un état naturel où il n'y a aucune tension 
interne: Déplaçons infiniment peu les points du milieu, et soient, #,v,æ les 
composantes des déplacements, alors la déformation du milieu est définie par 
les quantités que les Anglais appellent sains 


Ou 3v Iw 
Léon > ; Ya y ; ym 7 
Ov Sw Iw du du Ov 
157 mg 1 , Te Te , Yas PARA E E 0x 


Il peut y avoir déplacement sans déformation lorsque ces quantités sont nulles. 
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Le potentiel des forces élastiques relatif à chaque élément dS du milieu 
déformé s'exprime par 
F (Yar 3 Yaa » Yas > Vas > Yar » Yra) dS 
où F est un polynome homogène de 24 degré par rapport à Y: , Yaz, Y33 s Yes 
Yr» Yra qui est toujours négatif et s’annulle seulement lorsque toutes les 


quantités y,,s sont nulles. 
La tension dans chaque point est caractérisée par les quantités 


°F °F oF 
br = Syn: ; ba = Yaz las TS ES 
°F °F °F 
faa = lag = Yaz ; 3 = lsr sa Yar ; la = la = Ty ? 


que les Anglais appellent sérers. 
La fension unitaire qui s'exerce sur chaque élément d’aire do du milieu 
a pour composantes 


Ts = 4, cos NX + 7,, COS ny + f3 cos NZ 
Ty = ża COS NX + laa COS NY + £,, COS NZ 
T: = 4, COS nÆ + ty, COS ny + by, COS NZ, 
n étant la normale de l'élément do. 
Si X,Y,Z sont les composantes des forces extérieures unitaires qui 
s'exercent sur chaque élément S du corps élastique, et T+ , Ty , T; les com- 


posantes de la tension unitaire qui s'exerce sur chaque élément du contour, 
les équations de l’équilibre élastique sont 


fi Ofa diiz 


x= iej 


| Ta = 4, COS NX + 4, COS ny + t, COS NZ 


f 8 a 
(1) {V = es + Se 147 5e (2) : Ty = tn COS nX L'£, cos ny + ls COS NZ 


KAE Pise 


te ds T: = é, COS NX + ty, COS ny + ty; COS NZ, 


ta 
où .est la normale au contour dirigée vers l’intérieur du corps. 
Lorsque le corps est isotrope et homogène on a 
F= L? + Ky, 
en ayant posé 
O= Yar t Ya tY o P= Yi + Yia t Yia + Ca + Ya + Yia): 


cest pourquoi 


br = LO +2 KY ln = KY:; 
la = LO + 2 Ky} la Gi Kys 
33 a LO * 2 KY:, AR = Kig: 


L et K sont des quantités constantes et négatives, 0 est la dilatation cubique. 
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Les équations (1) deviennent alors 


X = KA 4 +(L+R ES 


(1°) Y = Ko 4L +E 


Z = Kw +(L+RDT, 
le symbole A? représentant l'opération 
32 32 22 
Se To Te 


5. Ayant rappelé ces notions fondamentales nous voulons montrer que 
la théorie de l’élasticité pour les corps ayant une forme cyclique se présente 
d’une manière différente que pour les corps acycliques, et cela tient au rôle 
que les solutions polydromes jouent dans la question. 

On énonce en général le théorème qu’un corps élastique qui n’est pas sou- 
mis à des actions externes est en équilibre, et on tire de là que Zes forces 

externes étant données la déformation du corps est 
connue. Or ces propositions ne sont exactes que si 
le corps a une connexion simple. 
A! Pour montrer qu’il y a des cas où elles ne se 
7 vérifient pas, envisageons un anneau. Retranchons 
B' une tranche radiale AA’, BB’ très mince, et soudons 
les deux bouts AA’ et BB’. Le corps après la sou- 
dure sera soumis à des tensions internes et cepen- 
dant il ne supportera aucune action extérieure. 

On pourrait soupçonner que quelque discontinuité ou quelque singula- 
rité s’est produite dans la déformation à l’endroit où l’on a fait la soudure; 
mais on peut démontrer qu'il n’y a aucune singularité de cette sorte, de 
manière que si l’on voulait trouver l’endroit où l’on a fait la soudure par 
quelque particularité de la déformation il serait impossible de la retrouver. 

On peut se demander à quoi tient la contradiction entre les propositions 
précédentes et le résultat que nous venons d'examiner. 

Le nœud de la question est dans l’application du théorème de GAUSS. 
En effet pour démontrer les propositions que nous avons énoncées tout à 
l'heure on suppose que dans les équations (1) et (2) X = Y =Z = T: = 
= T; = T, = 0, on multiplie les deux membres des équations (1) respective- 
ment par u,v, w, qu’on somme, qu'on intègre et transforme par le théo- 
rème de GAUSS. On tire de là que 


TNA, 


S étant l’espace occupé par le corps élastique; d’où l’on déduit 


VS i = Va Ve un Yi 10; 
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c'est à dire que si les forces extérieures sont nulles il n’y a pas de déforma- 
tion. Or nous avons remarqué qus pour appliquer le théorème de GAUSS il 
faut que toutes les fonctions qu’on emploient soient monodromes. Montrons 
que dans le cas de anneau les composantes des déplacements #,v,w sont 
polydromes. 


En effet examinons les déplacements après la soudure. Les points de 
AA’ ne se seront pas déplacés tandis que les points de BB’ se seront dépla- 
cés de la largeur de la fissure qu’on a faite. C’est pourquoi si nous partons 
d'un point M, de AA’, parcourons un cycle à l’intérieur de l'anneau et pre- 
nons les valeurs des déplacements qui se suivent avec continuité, nous reve- 
nons au point de départ de lautre coté M, de la coupure avec des valeurs 
des déplacements différents des valeurs qu’on avait au point de départ. C’est 
un cas de polydromie analogue à celui que nous avons envisagé dans le pre- 
mier paragraphe. 

On tire de là deux conséquences: 

La première est que pour rendre exactes les deux propositions qu’on a 
énoncées il faut ajouter la condition que les déplacements soient monodromes. 

La seconde conséquence est qu’il faut reposer la question: 

Quand est-ce que les déplacements peuvent être polydromes? 


6. Dans les considérations que nous venons de faire nous nous sommes 
laissés conduire par l'intuition; mais il serait le dt de continuer de la 
sorte. En effet par intuition on serait amené à penser que le même résultat 
qu'on a obtenu dans le cas de l’anneau on pourrait l’obtenir dans le cas d’un 
corps acyclique quelconque en y retranchant une tranche très-mince et 
en soudant les faces de la coupure. Or dans ce cas, par cette opération, la 
déformation du corps ne serait pas régulière, c’est pourquoi tout se présente- 
rait d’une manière différente, que dans le cas de l’anneau. 

Nous allons démontrer que si l’on suppose que la déformation est régu- 
lière, c’est à dire que si Ys: , Y22 ; Y33 » Yas » Yar » Yre Sont des fonctions finies mo- 
nodromes et continues et que leurs dérivées sont aussi finies continues et mo- 
nodromes, la polydromie des deplacements ne peut se présenter que si le corps 
a une forme cyclique. 

Il suffit de trouver des formules par lesquelles on puisse calculer u,v, w 
en connaissant les quantités Y,.. 
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Soit s une-ligne, et désignons par À, et A, ses points extremes. Soient 
yo et y® les valeurs de y,, aux points A> et À, , £o Yo Zo les coordonnées de 
Ao, x: Y: Zı les coordonnées de A,. Les valeurs de x ,v,w au point A, seront 
données par les formules 


(D) U, = tto +> 9 + ro) (Y1 — Y0) + Z (ND — go) (2: — 20) 


+| heton E aa 


$ 


OYr2 CY22 à SRE 2 CYer . SY3r OY23 dy 
ae AE AE a 


èx d 
eE eaea 
a v, = vo + E (YO + pe) (5 — 8) HENO re) (a: — e) 
EIA E an E a Ta NEAS A 
+ re e—a 2 + ” EE 
eo peaa 


(1) = Wo +> -Y9 + 2o) (Xi —%o) + — = (© — po) (9: — Yo) 


+] lee M om 1 


s 


i (e i Ae fe nn Me >) LA 


ju Ms + (Gr — x) ae cg (Y: — 7) za] Fla 3] 


OÙ Uo, Vo, W Sont les valeurs de u, v,w au point A, et fo, gə, o sont égales 
aux valeurs des différences ~ 


3v Iw Iw ĉu du 3v 


Agie. M NT a E, 
au point As. 
On le vérifie aisément en faisant les dérivées de #,,7, ; w, par rapport 
ika Iaea 
Il faut maintenant chercher les conditions pour la monodromie. 
Supposons que la ligne s se réduise à un cycle fermé. Si le corps élasti- 
que occupe une région acyclique, on pourra regarder s comme le contour 
d’une surface © situé à l’intérieur du corps; c’est pourquoi les intégrales qui 
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paraissent dans les formules précédentes pourront se transformer par le théo- 
rème de STOKES et elles s’écriront 


En À AE C) cos ne + fea, RPM y TOR mr A FZ A| cos ny 


| cos nel do 


+ È 
file-2e+* 


(4 


[ile 


o 


| COS #y 


34 B| còs nx + |= 


B| COS #2 do 


| COS nx + [e — x) F + IT C| cos ny 


+a sB] cos nz | do, 


2 


oú z est la normale à c et 


n Lt + Êvrs VE TT Ha, E s CD 

— dx \ 3y əz dx 3z dy ~ ĝyəz 222 y? 

9 (Yr 2Y23 SY31 ©? Y22 Li 6%Yar 0° Y33 ©? yis 

B yl S y )— xoz does = RAE 222 
= (9 + Pyar Ya) y Ya in aa aisia LL 

KIE N OA dy- əz dy dx Ox Iy y? 042 


Mais par un théorème de DE SAINT VENANT on a 
A= B= CDS ES FS ó: 
c'est pourquoi les intégrales des formules (I) (1”) (1””) s’annulleront, et on aura 
ti = a a eo |, OE Wos 


ce qui prouve que si la forme du corps est acyclique et la déformation régu- 
lière, les déplacements sont monodromes. Mais si le corps est cyclique, le 
cycle fermé s n’est pas en général le contour d’une surface c appartenant à la 
région occupée par le corps, et par suite on ne peut pas en général appliquer 
le théorème de STOKES et enfin les déplacements peuvent être polydromes. 


7. On peut résumer les résultats qu’on vient d'obtenir en énonçant les 
propositions suivantes. 

Un corps élastique ayant une forme acyclique et une déformation régu- 
lière peut être amené à l'état naturel par des déplacements finis continus et 
monodromes. 

Si le corps élastique a une forme cyclique, cela n'est pas toujours possible, et 
pour l'amener à l'état naturel il sera nécessaire quelquefois de faire des coupures 
et de retrancher des parties du corps. 

Un corps élastique fini ayant une forme acyclique et n'étant pas sujet à des 
forces extérieures est à l’état naturel si la déformation ne peut cesser d'être régu- 


WWW.rcin.org.pl 


74 X. — Leçons sur l'intégration des équations différentielles, etc. 
f g 


lière, mais, si le corps est cyclique, le corps peut être à létat de tension; même 
si n'existent pas des actions extérieures. 

Les forces extérieures étant connues, la déformation régulière d'un corps 
acyclique est connue, mais celle d'un corps cyclique n'est pas connue. Elle est 
connue seulement dans le cas où l’on sait d'avance que le corps élastique peut 
être amené à l'état naturel par des déplacements monodromes. 


gième leçon. 


1. Lorsque le corps est cyclique, on peut le réduire acyclique en faisant des 
coupures. Les formules (I) (1”) (I) donnent aisément la loi des discontinuités 
des déplacements le long des coupures. Les valeurs des déplacements d’un côté 
d'une coupure étant Ua , Va , Wa et celles de l’autre côté étant upg , Vg, wg on a 

ug — Ua = l + Ty — gz 
(3) DB — Va = mM + p2 — rx 
Wp—Wa— Wi JF — Hh 


Zl,m,n,p,g,r, étant des quantités constantes pour chaque coupure. 

A chaque coupure correspondent donc 6 valeurs constantes qu'on peut 
appeler les constantes de la coupure, et l’on a le théorème: 

Un corps élastique cyclique étant déformé regulièrement, la déformation est 
déterminée par les forces extérieures et les constantes de chaque coupure. 

On voit par là que les problèmes de l’élasticité pour les corps cycliques 
se présentent d’une manière fort différente que pour les corps acycliques. 


2. Les formules (3) montrent très-facilement la signification mécanique 
des constantes de chaque coupure. En effet supposons que nous fassions 
effectivement les coupures dans le corps cyclique déformé de manière qu'il 
puisse reprendre l’état naturel, et s’il est nécessaire retranchons les parties 
surabondantes du corps. 

Alors les formules (3) nous montrent que /es molécules situées des deux 
cotés de chaque coupure, et qui adhéraient auparavant, ont été séparées par un 
déplacement relatif qui résulte d'une translation et d'une rotation. Cette transla- 
tion et cette rotation son égales pour tous les couples de molécules qui adhéraient 
le long de la coupure. 

Si l'on prend pour centre de réduction l'origine, les constantes de la coupure 
sont les composantes de la translation et de la rotation par rapport aux axes 
coordonnés. 

Réciproquement pour déformer le corps cyclique on pourra faire les cou- 
pures qui le rendent acyclique. Ensuite, l’on pourra déplacer les deux faces 
de chaque coupure de manière que le déplacement relatif de tous les couples 
de molécules qui se trouvent vis à vis soit résultant de la même rotation et 
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de la même translation. Enfin on pourra souder entre elles les faces en ren- 
tranchant ou en ajoutant la matière qui sera nécessaire. 

Nous appelons cette opération une distorsion du corps et les 6 constantes 
de chaque coupure les caractéristiques de chaque distorsion. 

Les formules (I) (T) (I) conduisent aussi immédiatement à un autre 
résultat. 

Prenons deux coupures qui peuvent se réduire l’une à l’autre par une 
transformation continue, alors les caractéristiques des deux coupures sont 
égales entre elles. 

On voit par là que les caractéristiques d’une distorsion ne dépendent pas 
des coupures que l’on a faites, mais de la déformation du corps et de sa 
nature géométrique. Le nombre des distorsions indépendantes d'un corps est 
égal à l'ordre de la connexion diminué d'une unité. 


3. Une question qui se pose naturellement est la suivante: Peut-on 
choisir toutes les caractéristiques d'une manière arbitraire? 

On démontre en général que les caractéristiques des distorsions étant 
données d’une manière arbitraire, le problème de la déformation du corps peut 
être ramené à un problème ordinaire de l’équilibre où le corps n’est assujetti 
à aucune distorsion mais seulement à des forces données. 

Nous laisserons de côté ce théorème général, et nous envisagerons un cas 
particulier. Soit o« une aire finie du plan xz qui ne rencontre pas laxe z. 
Faisons tourner le plan autour de cet axe et en même temps déformons et 
déplaçons laire o dans le plan de manière qu’elle ne rencontre jamais l’axe z 
et qu’elle revienne à la forme et à la position initiale après avoir fait un tour. 

L’aire o décrit un volume à connexion double qu’on peut supposer rempli 
d’une substance élastique isotrope; /,",7,p,g,r étant des constantes, posons 


I : K 

u = 0 — gs + ry) arco tg Z £ (my Ex) log (2° + 3°)| 
K 

E: = 2 |\(m— rx + pa) arcote 2 + 1 lg giz) los + »)| 


| w=- Q — py + gx) arco tg À + = (gx + gy) log (x° +). 

On vérifie aisément que ces fonctions satisfont les équations (1) et én même 
temps, à cause de la polydromie de la fonction arco tg y/x (voir 2ème Leçon, 
$ 1), qu’elles sont polydromes et correspondent à la distorsion la plus générale 
du corps; /,m,n,p,qg,r sont les caractéristiques de la distorsion. Il est 
facile de calculer les tensions qui agissent sur la surface libre du corps. 


4. Le problème fondamental de la théorie des distorsions des corps 
élastiques ayant une forme cyclique est de déterminer la déformation du 
corps lorsque les caractéristiques des distorsions sont données. 

Nous allons calculer l'énergie d’un corps élastique qui n’est assujetti à 
aucune action externe et dont les distorsions sont connues. 
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L'énergie est donnée par 


E = — | Fas = —Ż f TEE E E E- E AE 
š $ 


où S est le volume du corps. 

On peut maintenant transformer cette intégrale en employant le théo- 
rème de GAUSS, mais il faut prendre garde que #,v,w sont des fonctions 
polydromes. C’est pourquoi l’application directe du théorème ne peut pas 
se faire comme nous avons déjà vu dans la leçon précédente. 


5. Pour pouvoir appliquer le théorème de GAUSS il faut commencer 
par sectionner le volume S de sorte qu’il devienne acyclique, et il faut en- 
suite regarder les deux faces de chaque coupure comme faisant partie du coun- 
tour du corps. 

On trouve alors, en désignant par 6,,6,,---,0, les coupures, que la 
transformation de l'intégrale conduit à la formule suivante 


2 


pat © | D or dd aber E diront 


u 


= es fx do; + mi | Y; do; + m | Zi do; + AREE Z: y) do; 


o; 0; 


+ gi | (Zix — X; 2) do; + r; Le —V;xX) doil 


4 4 


B 
cements des deux côtés de la coupure o; ; l; , Mi , ni, Pi , gi, Ti sont les carac- 


téristiques de la distorsion relatives à la coupure 6; ;et X;, Y;, Z; sont les 
composantes de la tension unitaire qui s'exerce sur chaque élément d’aire 
de la même coupure. 

Posons 


où #0, y), zut) ; US), v, w, sont les valeurs des composantes des dépla- 


Éi; af X; do; “M; = [Yido: N; = f Z; do; 
P; = | Yie — Zi) DaT = | Ziz —Xis)doi Ri= [Riy Vider, 


on aura 
E =>) (Lik + Mim + Nin + Pipit Qigi + Riri). 


Si l’on compose les tensions qui sont appliquées sur la coupure o;, en 
prenant pour centre de réduction l’origine, on trouve que L;,M;, N; sont 
les composantes de la force résultante et P;,ĦQ;, R; les composantes de la 
couple résultante. 
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On peut écrire la formule précédente d'une manière plus simple en appe- 


lant 5,,5,,°*-,56, les quantités 4, Hir ,m":,9:,g:,1r: et E E ,--.,Ec, les 
quantités correspondantes Las M;,N;, P;,Q;, R;; elle devient en effet 
E 6n 
E == a 2 E; Si . 

Supposons que les quantités 5:,5,,-:-,56, soient nulles excepté s; = 1. 
Appelons E;; les valeurs correspondantes des coefficients E;. Lorsque 
S5»$2:**"1$6n Sont quelconques on aura 

Ón 
E; = 2 Es sh, 
I 


cest pourquoi 
ón ón 


Es= + 2: 2; Es Si 54. 


6. Nous allons démontrer maintenant une propriété fondamentale des 
coefficientes E;;, et nous nous permettons à ce propos de faire quelques 
remarques générales. 

GREEN a démontré par l’application du théorème de GAUSS un théorème 
fondamental dans la théorie du potentiel. Mais le théorème de GREEN n’est 
pas borné au cas du potentiel, il peut s'étendre à un nombre considérable 
de cas. J'ai démontré qu’il peut s'étendre à tous les problèmes qui dépendent 
du calcul des variations. 

Même le problème de l’élasticité, comme tout probleme de mécanique, 
se rattache à une question de calcul de variation, c’est pourquoi on a le 
théorème analogue à celui de GREEN pour l’élasticité. Il a été donné pour la 
première fois par BETTI qui en a fait des applications remarquables pour l'in- 
tégration des problèmes de l'équilibre élastique. CERRUTI, BOUSSINESQ, SO- 
MIGLIANA ont continué par le chemin qui avait été tracé par BETTI. 

Or si les déplacements sont polydromes, puisque le théorème de GAUSS 
ne peut plus s’appliquer, le théorème de BETTI n’est plus applicable. Nous 
allons voir cependant qu'on peut reprendre, même dans ce cas, l’idée fon- 
damentale de GREEN, et l’on est amené par là à une loi de réciprocité fort 
intéressante. 

Supposons que nous appliquons successivement au corps élastique deux 
distorsions caractérisées par les valeurs 54,5, ,---,56, et 5! , s] >", S6n des 
caractéristiques. Soient Y, et y; les valeurs des y,, correspondant aux deux 
déformations, F' et F” les valeurs du potentiel élastique. 

On aura, par un théorème bien connu d’algèbre, 


Et /, Tak 
fes = aag ads 
Š S 
et si nous transformons ces intégrales, après avoir réduit acyclique le volume 
S par les coupures, en regardant tou jours les faces des coupures comme fai- 
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sant partie du contour du volume S, on trouve 
6n 6n 
LL d + 1, 
XE; s= DE:s;, 
I I 


E; et E; étant les valeurs des quantités E; correspondant aux deux distor- 
sions. On tire de là 


6n ón 6n ón 


p Di E;n Ss S4 = D; Di Eir Si Sh 
I I A I g 
et puisque les quantités s; et s; sont arbitraires, on doit avoir 
E,; = Ep 


Cette propriété réciproque des coefficients E;; peut s’interpréter de plu- 
sieurs manières et conduit à des théorèmes mécaniques qu’on énonce facile- 
ment. 

On peut appeler l’ensemble de la force ayant pour composantes L;,M;, N; 
et de la couple ayant pour composantes P;,Q;, R: l'effort total appliqué 
à la coupure 6; et l’on peut appeler toutes les quantités E, , E, ,- ++, Een les 
caractéristiques des efforts. 

On a alors que si deux systèmes de distorsions engendrent deux systèmes 
d'efforts, la somme des produits des caractéristiques des efforts du premier sy- 
stème multipliées par les caractéristiques des distorsions du second système est 
égale à la somme des produits des caractéristiques des efforts du second système 
multipliées par les caractéristiques des distorsions du premier système. 

Lorsque les quantités s,, 5, ,---, Sen sont nulles excepté są = 1 la distor- 
sion peut s'appeler une distorsion élémentaire d'ordre h. Ein est l'effort d'ordre t 
engendré par la distorsion élémentaire d'ordre 4. Ez; est l'effort conjugué de la 
distorsion élémentaire. Le théorème précédent peut donc s’énoncer en disant 
que l'effort d'ordre i engendré par la distorsion élémentaire d'ordre h est égal à 
l'effort d'ordre h engendré par la distorsion élémentaire d'ordre i. 


gième leçon. 


1. Nous avons démontré dans la leçon précédente que la même distor- 
sion exécutée sur deux coupures qui peuvent se réduire l’une à l’autre par une 
déformation continue engendre la même déformation du corps. 

Les deux coupures peuvent s'appeler à cause de cela des coupures équiva- 
lentes. Le théorème qu’on vient de rappeler peut être complété en démon- 
trant que les efforts dans les coupures équivalentes sont égaux. Prenons en 
effet la partie du corps entre deux coupures équivalentes. Les tensions 
qui sollicitent les élémentes des coupures doivent se faire équilibre. On tire 
de là tout de suite l'égalité des deux efforts. 
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Donc les efforts dépendent, comme les distorsions, de la nature géomé- 
trique du corps et de la déformation. 
Le problème que l’on peut se proposer est d'étudier les propriétés des 
eftorts et de les déterminer, les distorsions étant données. 
Nous allons voir que l’on peut obtenir des théorèmes généraux sans 
intégrer directement les équations de l’élasticité. 


2. Supposons que nous ayons un solide de révolution qui ait une con- 
nexion double; il peut être engendré par la révolution d’une aire plane sim- 
plement connexe autour d’un axe du plan qui ne la rencontre pas, ou il peut 
être engendré par la rotation d’une aire doublement connexe limitée par 
laxe. Supposons que le solide soit rempli d'une substance électrique dont la 
constitution soit symétrique par rapport à laxe. 

L'énergie du système est donnée par 


IS Bass 


Fee FN Sr SE M D Ci DO a S a E T E E 


Cette expression peut se comparer à la force vive d’un liquide indéfini sans 
tourbillons à l’intérieur duquel se trouve un corps solide symétrique, et l’on 
peut répéter dans ce cas des raisonnements tout à fait semblables à ceux que 
l’on fait dans cette question d’hydrodynamique. On trouve par là, en vertu de 
la symétrie, qu'on peut toujours choisir l’origine en un point de l’axe de sy- 
métrie de manière que l'expression de E devienne 


= + {En ($ + $) + En 55 + En (si + 52) + Ecs 5} 


L'origine s'appelle le point central de l'axe de symétrie. 

Les quantités E;; sont nulles lorsque z et % ne sont pas égaux; c’est pour- 
quoi on a le théorème: 

Dans un corps symétrique qui a une connexion double chaque distorsion 
élémentaire engendre un seul effort qui est l'effort conjugué, le centre de réduc- 
tion étant dans le point central de l'axe de symétrie. 

Donc si la distorsion est due à une translation relative des molécules 
des deux faces de la coupure, l'effort total engendré est une force qui passe 
par le point central, et si la distorsion est une rotation, l'effort total est une 
couple. 

Revenons à l'exemple primitif des distorsions. Prenons un anneau symé- 
trique, retranchons une mince tranche radiale, et soudons les deux bouts. On 
serait facilement amené à croire que les faces de la soudure sont sollicitées 
par une traction, mais si nous réfléchissons que le déplacement relatif des 
molécules situées d’un côté de la coupure par rapport à celles situées de lau- 
tre côté est dû à une rotation autour de l’axe de symétrie, on tire du théo- 
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rème précédent que l'effort est une couple ayant pour axe laxe de symétrie. 
Mais si la résultante des tensions qui s’exercent sur les faces de la soudure 
est une couple, il faut qu’une partie de la soudure soit comprimée et qu’une 
partie soit tendue, et même que Za somme des efforts de traction égalise la 
somme des efforts de compressione. | 


On arrive par là à un résultat qui est inattendu. 

Supposons maintenant que la même tranche retranchée ait une largeur 
uniforme. La distorsion consiste alors dans une translation, et l'effort est 
une force normale à l’axe de symétrie et qui le rencontre au point central. 
Même dans ce cas une partie de la soudure est comprimée et une partie sup- 
porte une traction, mais si nous envisageons l'énergie du système, on a aisé- 
ment que dans le cas de la fissure radiale la partie comprimée est la partie 
interne de la soudure et la partie externe supporte la traction, tandis qu’on 
a le contraire si la fissure est de largeur uniforme. 

Appliquons maintenant le théorème des coupures équivalentes. On en 
tire que si la fissure est radiale toute section de l'anneau supporte, d’une 
maniere symétrique, la compression et la traction, mais dans le cas de la 
fissure uniforme dans la région A’ de l’anneau opposée à la soudure A les 
choses sont renversées, et une section en A’ supporte dans la partie interne 
la compression et dans la partie externe la traction. 

Voilà que par la considération de l'énergie du système déformé on tire 
un grand nombre de propriétés sans intégrer les équations de l'équilibre 
élastique. 


3. Il est intéressant cependant d’approfondir le cas de l'anneau symé- 
trique isotrope en étudiant en détail les déformations produites par les distor- 
sions. Il faut pour cela intégrer effectivement les équations de l’équilibre et il 
est nécessaire de partir des formules (4) que nous avons données dans la pré- 
cédente leçon. 

Nous envisageons un cylindre creux symétrique isotrope, nous prenons 
l'origine dans le centre de symétrie, et faisons coïncider l’axe z avec l'axe de 
symétrie. Les déplacements donnés par les formules (4) de la leçon précé- 
dente correspondent à la distorsion la plus générale ayant pour caractéristi- 
ques /,m,n,p,gqg;,r; mais si nous calculons les tensions qui sollicitent le 
corps, nous voyons que pour obtenir ce cas d'équilibre il faut supposer que 
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les surfaces latérales et les bases du cylindre soient sollicitées par des tensions. 
Or nous voulons envisager le cas où le cylindre est déformé par la distorsion 
et n’est pas assujétti à des actions externes. Il faut donc éliminer les ten- 
sions superficielles. 

Représentons par T l’ensemble de ces tensions. Supposons maintenant 
que le cylindre primitif n’ayant pas de distorsions soit soumis à l’action des 
tensions — T, c’est à dire des tensions égales et contraires aux tensions T. 
Soient #',v',æw’ les déplacements qu’on trouve. En prenant les différences 


u — u , V—d  , w—w 


on aura des déplacements qui correspondent à la distorsion du corps, mais 
en même temps les tensions au contour auront été éliminées. On voit par 
là que l'élimination des tensions au contour est un problème ordinaire 
de l’équilibre élastique qu’on peut tâcher de résoudre par les méthodes 
ordinaires. 

Dans les formules (4) nous avons 6 constantes arbitraires qui correspon- 
dent aux six distorsions élémentaires. On peut simplifier beaucoup le pro- 
blème en envisageant séparément chaque distorsion élémentaire. On voit, 
par la symétrie que les distorsions d’ordre 1 et 2 se ramènent l’une à l’autre 
et de même celles d'ordre 4 et 5. Il suffit donc d’envisager les distorsions 
d'ordre 


2:.3%5 O; 


| Commençons par celles d'ordre 6 et 2. La distorsion d'ordre 6 correspond 
évidemment à la fissure radiale et celle d'ordre 2 à la fissure de largeur 
uniforme. 

Dans le cas de la distorsion d’ordre 6 on élimine très aisément, en vertu 
de la symétrie, les tensions latérales, et l’on trouve qu'après la distorsion le 
corps garde sa forme cylindrique régulière et les 
bases gardent leur distance initiale si on les com- 
prime dans la région (interne) que nous avons lais- 
sée en blanc et si on exerce une traction dans la 
région (externe) que nous avons hachée. Appelons 
T l’ensemble de ces tensions. Il n’y a plus de diffi- 
culté alors à déterminer la forme du corps lorsqu'il 
est complètement libre et qu'aucune force ne s'exerce 
sur les bases. En effet il suffit d'envisager un cylindre 
à l'état naturel et de chercher ia déformation lor- 
squ'on le sollicite par les tensions —T. La forme 
que le corps prendra sera celle que nous cherchons. 
Prenons une tranche radiale du cylindre: la partie 
en blanc supportera une traction, la partie hachée une compression; c’est 
pourquoi cette tranche subira-une flexion. 

Chaque tranche du cylindre se déformant par une flexion pareille le cy- 
lindre prendra la forme indiquée par la figure voisine, c'est à dire que le bord 


6 
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interne se soulèvera, le bord externe s’abaissera tandis que la surface latérale 
externe deviendra concave, et la surface latérale interne convexe. 

J'ai voulu vérifier par l’expérience ce résultat, et j'ai pris un gros cy- 
lindre creux de caoutchouc, j'y ai fait une fissure radiale, et j'ai soudé les deux 
faces de la fissure. La forme prise par le corps a été celle que le calcul avait 
prévue, et l’on a pu même vérifier par des mesures que les résultats des 


calculs étaient exacts. On pouvait aussi remarquer que la partie interne de 
la soudure était comprimée et que la partie externe supportait un effort de 
traction. A cause de cet effort la soudure ne résistait pas, c’est pourquoi pour 
garder la forme j'en ai pris le modèle en plâtre que je vous montre. L'endroit 
de la coupure est parfaitement visible. 

Quelquefois il arrive que l’on veut rétrécir un tube, mais si l’on retranche 
une tranche radiale du tube et que l’on soude les deux faces, le tube prend sa 
| forme cylindrique. Les forgerons et tous 
ceux qui ont essayé cette opération con- 
naissent très-bien ce résultat que main- 
tenant la théorie des solutions polydromes 
explique parfaitement. 


4. Quelle est maintenant la forme du 
cylindre lorsqu'on fait la fissure de lar- 
geur uniforme, c’est à dire lorsqu'on fait 
une distorsion d’ordre 2? 

On peut procéder tout à fait de la 
même manière que dans le cas précé- 
dent. On peut commencer par éliminer les 
tensions latérales et après les tensions sur 
les bases. La forme prise par le corps est 
même plus compliquée que dans le cas précédent. Elle est représentée par la 
figure ci-jointe, et voici un plâtre qui est le modèle d’un cylindre de caout- 
chouc qui a supporté une distorsion d'ordre 2. Même dans ce cas l’expérience 
a vérifié complètement les résultats du calcul. 
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Je mentre pas dans les détails sur les distorsions d'ordre 5 et d'ordre 3. 
La première peut se déduire de celle d'ordre 2 par des intégrations simples, 
et la dernière peut se calculer directement sans difficulté. Cette distorsion 
s'obtient en faisant glisser les deux faces de la coupure, l’une par rapport 
à l’autre, dans la direction de l’axe du cylindre et en les soudant ensuite. 
Nous avons dit ($ 1) qu’on peut se proposer 
le problème de déterminer les efforts lorsqu'on B 
connaît les distorsions d’un corps cyclique. A- 
vant de laisser ce sujet nous voulons indiquer 
en peu de mots comment on peut traiter cette A 
question dans le cas général d’un corps cyclique 
formé par un nombre quelconque de verges droi- 
tes ou courbes très-minces soudées à leurs bouts 
en plusieurs noeuds. 
Soit AB l’une des verges, les efforts dans D 
toutes les sections de la verge seront égaux. Pre- 
nons l’origine comme centre de réduction, et désignons par 


ab r 
Xx! ) 4 x) | x? \ yo L LP D we: 


les caractéristiques des efforts correspondantes aux sections de la verge. 


Soient 2, 2,2%), 20, x, 4% les composantes de la translation et de 


la rotation qui ont conduit la molécule A de l’état naturel à l’état actuel 


D 6 ,@ ,6) © ,& 3 ; 1 
et 20,40, 29, 20, 40, 28°. les quantités analogues relatives à la molécule B. 


h 5) (aë) (eb). (ab) (a) (ab S } j 
Soient e, e2, £ ) ee 2 et ) 0 les caractéristiques de la distorsion 


qu'on a appliquée à une section de la verge AB. On aura des relations 
linéaires 


6 
b b (ab 
49 20 = 009 DH, X (—=1,2,3,4,5,6) 
I 


et les coefficients constants H,; dépendront de la forme initiale et de la cons- 
titution de la verge. 

En même temps si nous prenons toutes les verges qui aboutissent au 
point À et qui sont soudées ensemble dans ce point on doit avoir pour 
l'équilibre 

XF? + XF XP eo (= 1,2,3,4,5,6). 


On a donc six équations pour chaque noeud et six équations pour chaque 
verge. 

Ces équations sont tout à fait semblables aux équations de KIRCHHOFF 
pour les courants électriques dans les fils; seulement elles sont sextuplées. 
On peut développer une théorie du même type que celle de KIRCHHOFF où 
les caractéristiques des distorsions remplacent les forces électromotrices et 
les caractéristiques des efforts les intensités des courants. 
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gième leçon. 


1. Nous avons étudié dans les leçons précédentes les solutions des équa- 
tions de l’élasticité qui appartiennent au type elliptique, et nous avons envi- 
sagé particulièrement les solutions polydromes et le rôle qu’elles jouent dans 
la théorie. Le cas de l’élasticité nous offre le meilleur exemple pour trouver 
leur interprétation et leur utilité pratique. 

Nous voulons pénétrer aujourd’hui plus profondément dans létude 
des solutions des équations du type elliptique, mais pour cela nous lais- 
serons de côté le cas de l’élasticité, et nous envisagerons le cas le plus 
simple possible, celui de l’équation de LAPLACE qui correspond à la théorie 
du potentiel. 
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Ont peut considérer l'équation de LAPLACE relative à un nombre quel- 
conque de variables 


C7 2 u 32 u erg 02? u C7 02 u Ca 
da Ta + + =O AE UE dE: ir nie Ae 


Le cas devient de plus en plus compliqué, mais bien des théorèmes s’éten- 
dent sans aucune difficulté de proche en proche. Par exemple le théorème de 
GREEN, avec toutes ses conséquences et toutes ses applications. Il est utile, 
je puis dire même indispensable, pour cette étude d’introduire le langage 
emprunté à la théorie des espaces à plusieurs dimensions. C’est seulement un 
langage, mais il est un instrument très-puissant pour énoncer des théorèmes, 
et il amène par l'induction à trouver des propositions nouvelles. Je citerai 
dans cette direction les études de Ch. BJERKNES qui correspondent au mou- 
vement d’une ellipsoide à #7 dimensions dans un fluide à # dimensions. 


2. Cependant dès les premiers pas dans les recherches dont je viens de 
parler on a l’impression qu’il y a une lacune à combler, c’est a dire que 
quelque chose manque. 

Je vais citer un seul exemple. Les domaines à deux dimensions ont une 
seule sorte de connexion; les domaines à trois dimensions ont deux sortes de 
connexions. En effet nous avons déjà distingué les espaces cycliques et les 
espaces acycliques, et nous avons vu quel rôle joue la cyclicité dans le cas de 
l’élasticité. Mais prenons le volume compris entre deux sphères concentriques. 
Il est acyclique, c’est à dire que tout cycle formé par une ligne fermée peut 
se réduire aussi petit que l’on veut par une déformation continue, sans sortir 
de l’espace, mais la même propriété ne se vérifie pas pour toute surface fermée, 
car une surface menée entre les deux sphères ne peut pas être réduite aussi 
petite que l’on veut sans sortir de l’espace renfermé entre les deux sphères. 
Il y a donc deux sortes de connexions dans le cas de trois dimensions, on les 
appelle connexion linéaire ou cyclicité et connexion superficielle, mais on con- 
naît une seule sorte de polydromie. Si le nombre des dimensions augmente, 
on a plusieurs sortes de connexions toujours plus compliquées, mais à cela ne 
correspondent pas plusieurs sortes de polydromies. 

Le cas de deux variables est étroitement lié à la théorie des fonctions. En 
effet par la séparation de la partie imaginaire dans une fonction d’une varia- 
ble complexe on trouve deux fonctions de deux variables qui satisfont à l’équa- 
tion de LAPLACE. Réciproquement toute fonction de deux variables qui satis- 
fait à l'équation de LAPLACE possède une fonction conjuguée, et en ajoutant 
la première à la fonction conjuguée multipliée par ¿= |/—ıī on trouve 
une fonction d’une variable complexe. 

L'existence de la fonction conjuguée et la liaison avec la théorie des 
fonctions engendrent un ensemble de propriétés dans le cas de deux varia- 
bles qui manquent dans le cas d’un nombre plus grand de variables et ce 
sont ces propriétés pourtant qui conduisent dans le cas de deux variables 
aux propositions les plus importantes et les plus cachées de la théorie. 
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A 


On est amené par là à soupçonner que la lacune dont j'ai parlé tout à 
Pheure pourrait être comblée en étendant au cas de plusieurs variables la 
théorie des fonctions conjuguées. 

Je consacrerai cette leçon et la suivante à donner un aperçu de quelques 
recherches qu’on a faites à ce sujet qui conduisent à deux branches différentes 
provenant cependant d'une même source. 


3. Rappelons les propriétés des fonctions conjuguées dans le cas de 
deux variables. | 
Si la fonction # satisfait à l'équation de LAPLACE À °# = o en posant 


Qu 


du 7 
TPI = X , 3y = Y 
on trouve 
BK 08 
dy x 
IX IY 
ty Te 
C’est pourquoi 
Xdx + Yay , Ydx— Xdy 


sont des différentielles exactes. 
Envisageons les fonctions dans une aire o à connexion simple, où X, Y 
sont finies, continues et monodromes. Calculons 


Ar Ar 
u= us + | (Xdx + Ydy) , v= v + | (Yde — Xay), 
À, À 


les intégrales étant étendues à une ligne s qui en partant du point A, aboutit 

au point À,, où % est la valeur de # dans le point A, et v est une quantité 
constante. On a que les intégrales ne dépendent pas de 
la ligne s pourvu que A, et A, ne changent pas et x 
est la valeur de la fonction w dans le point A, et v 
est la valeur de la fonction conjuguée dans le même 
point. L’aire étant à connexion simple, si le point A,, 
coïncide avec A, les intégrales sont nulles, c’est pour- 
quoi # et v sont des fonctions monodromes, mais si 
laire c'est à connexion multiple # et v peuvent être 
polydromes. 

La dérivée de u dans une direction quelconque ķ est égale à la dérivée 
de v dans la direction normale n, si les directions Ë , n sont orientées l’une par 
rapport à l’autre comme x et y. 

En calculant u + iv =f, on obtient une fonction de la variable com- 


plexe x + ty. 


4. Passons maintenant au cas de trois variables. 
Soit # une fonction qui satisfait à l'équation de LAPLACE; posons 


ou ou 
a aa ls Bts trot te i 
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PR 


on aura évidemment í 
CARE) a 7 aY TUR 
UR de rod CUS ré TR LR at TS 


(2) À: 02e Pa MR Nm 


La propriété caracterisée par les équations (1) peut s’énoncer en disant 
que le curis du vecteur ayant pour composantes X, Y, Z est nul et la pro- 
priété caractérisée par l'équation (2) en disant que la divergence du vecteur 
est nulle. 3 


5. Cela posé, soit S un domaine ayant une connexion simple linéaire et 
aussi une connexion superficielle simple. Toute ligne fermée sera le contour 
d’une surface renfermeé dans le domaine et toute surface fermée sera le contour 
d'un volume aussi renfermé dans le domaine. C’est pourquoi en employant 
le théorème de STOKES on trouvera 


(3) [(Xdx + Ydy + Zdz) = 0, 


$ 


l'intégrale étant étendue à une ligne fermée s, et en appliquant le théorème de 
GAUSS on aura 


(4) [ (X cos nx + Y cos ny + Z cos ns) do = o 


o 


où cette intégrale est étendue à une surface fermée quelconque. 

On tire de l’équation (3) que si l’on étend l'intégrale à une ligne s’ qui en 
partant d’un point A, aboutit à un point A, la valeur de l'intégrale dépendra 
seulement des points A, et A,, et ne dépendra pas de la ligne comprise entre 
ces points. 

Si nous appelons #, la valeur de w au point A, on aura 


u = üo + | (Xdr + Ydy + Zde) 
y 


u étant la valeur de la fonction au point A, . Envisageons maintenant l’inté- 
grale (4), mais supposons qu’elle ne soit pas étendue à une surface fermée, mais 
à une surface ouverte. Pour déterminer la direction de la normale # à la sur- 
face nous convenons que, le bord de la surface ayant une direction déterminée 
personnifiée par une poupée qui regarde la surface, » soit dirigée de droite à 
gauche de la poupée. Cela posé on tire, tout de suite de l’équation (4) que la 
valeur de l'intégrale étendue à la surface ouverte ne dépend pas de la surface 
où l’on a calculé l'intégrale, mais de son bord. C’est pourquoi l'intégrale étendue 
à une ligne conduit à une fonction des points de l’espace: c’est à dire à la 
fonction primitive, et de même l'intégrale étendue à une surface conduit à 
une fonction des lignes de l’espace. 
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Il n’y a pas de difficulté à concevoir des fonctions de lignes comme on 
conçoit des fonctions ordinaires, c’est à dire les fonctions des points. En effet, 
si l’on regarde tous les points de l’espace, et si l’on suppose qu’à chaque point 
correspond la valeur d’une quantité, on a une fonction des points de l’espace, 
c'est à dire une fonction ordinaire de trois variables. Mais toutes les lignes 
forment aussi des éléments géométriques de l’espace, et l’on peut évidemment 
concevoir une quantité qui a une valeur correspondant à chaque ligne. Voilà 
donc une fonction des lignes. 

Celle que nous avons trouvée n’est qu’une fonction particulière. Elle cor- 
respond à des lignes fermées, elle est continue et elle a aussi une autre pro- 
priété intéressante. Soient s ets’ deux 
lignes fermées qui ont un arc com- 
mun AB. Si on doit parcourir l’arc 
AB en directions contraires en sup- 
posant qu’il appartienne aux deux 
lignes, on pourra retrancher AB et 
obtenir une courbe s” dont la direc- 
tion même sera déterminée. On écrira 


E CU 


Soit V la fonction des lignes que nous avons trouvée, et désignons par V, 
V', V”, les valeurs correspondant aux lignes s, s’, s” il est évident que 


TE N TN, 


C'est pourquoi l’on peut appeler la fonction des lignes, que nous avons 
trouvée, une fonction de premier degré. 


6. Elle a été obtenue par un procédé d'intégration; il est facile d’y appli- 
quer un procédé inverse qu'on peut appeler un procédé de dérivation. 

Revenons à une fonction ordinaire des points 
de l’espace. Pour la dériver il suffit de déplacer le 
point indice de la fonction dans une certaine direc- l 
tion, de calculer le rapport entre la variation de la 
fonction et le déplacement, et d’en déterminer la li- 
mite lorsque le déplacement devient infiniment petit. 

De même prenons la fonction des lignes que 
nous avons trouvée. Déplaçons en /' un arc Z de la 
ligne, et cherchons la variation correspondante de la 
fonction. À cause des propriétés que nous avons 
trouvées cette variation sera la valeur de la fonction correspondant à la 
ligne formée par les arcs /’ et Z en supposant que l’on invertisse la direction 
dans laquelle on doit parcourir larc /. Elle pourra donc s'exprimer par 


W — [x cos nx + Y cos ny + cos na) dE, 
È 


WwW.rcin.org.pl 


X. — Leçons sur l'intégration des équations différentielles, etc. 89 


£ étant une surface ayant pour contour les lignes Z et Z’; n sa normale prise 
dans la direction qu’on a établie précédemment. 

Supposons maintenant que la surface X en décroissant infiniment d’une 
manière régulière tende vers un point M; on aura 


lim = X cos #x + Y cos #y + Z cos nz 


en prenant les valeurs de X, Y, Z qui correspondent au point M. 

On peut appeler lim (W/V) la dérivée de V par rapport à ©, et l’on peut 
la représenter par /V/4Z. Il est évident que le signe dont la dérivée est 
affectée n’est déterminé que lorsqu'on connaît la direction positive de la nor- 
male à la surface X. Prenons la dérivée de V par rapport à une surface ZX 


normale à l’axe X en M, on aura ` 
dV 
TETN: 


De même, si Z, et È, sont des surfaces normales aux axes Y et Z, 
on, aura s 
dV 
E ; 
c'est pourquoi l’on peut désigner X, Y, Z par les symboles 
LT me 
Ə (yz) > (zx) (xy) 


Revenons maintenant à la fonction primitive #. Nous avons 


Ou 97 Ou 
f cr Rs D 
donc 
du êV ðu _ N Ou - V 
SEES E T 0y 1 Os) A T Ta G 
ou en général, # étant la normale à la surface £, 
ou -3V 
O C2 


On tire de là qu’en dérivant la fonction des lignes V par rapport à une 
certaine surface et en dérivant la fonction # par rapport à la normale à cette 
surface on trouve la même valeur. Donc la fonction u et la fonction V ont 
une relation réciproque tout à fait analogue à celle des deux fonctions coniu- 
guées dans le cas de deux variables. C’est pourquoi dans le cas de trois varia- 
bles, pour arriver à une fonction conjuguée de la fonction potentielle, il faut 
introduire les fonctions des lignes. 


_ 7. On pourrait penser que ce nouveau concept est tout à fait abstrait, 
mais nous voulons montrer bien au contraire qu’il correspond à des concepts 
réels et à des vues pratiques.” 

Il suffit pour cela d'envisager un champ électromagnétique constant. 
Supposons que nous ayons un pôle magnétique unitaire qui se déplace en 
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prenant toutes les positions possibles dans un certain domaine externe à 
toute masse magnétique, électrique et à tout courant électrique. Le potentiel 
du champ par rapport au pôle sera une fonction qui vérifie l'équation de LA- 
PLACE, c'est à dire une fonction harmonique. 

Mais évidemment on pourra aussi penser avoir un courant électrique 
unitaire qui parcourt un circuit fermé et qui se déplace en prenant toutes les 
positions et les formes possibles dans le même domaine. Il est bien naturel 
que nous calculons le potentiel du champ par rapport au courant électrique. 
On aura par là une idée complète de la nature électromagnétique du champ, 
mais en même temps nous aurons envisagé une fonction des lignes fermées 
du domaine. Il est facile de démontrer par un calcul très simple que cette 
fonction des lignes, c’est à dire le potentiel du champ par rapport au courant, 
est justement la fonction conjuguée que nous avons introduite tout à l’heure. 

On a donc que le nouveau concept a une base réelle et se présente même 
comme un élément nécessaire à envisager dans les théories de la physique 
mathématique. 


8. Les fonctions conjuguées ordinaires qui se présentent dans le cas 
de deux variables peuvent s’obtenir en particularisant celles que nous venons 
de définir. Il suffit en effet d'envisager un champ électromagnétique à deux 
variables. Alors il faut remplacer le pôle magnétique par un pôle logaritmique 
et le courant électrique par un point tourbillon et le passage est déjà fait. 

Il y a aussi un autre cas particulier qui présente beaucoup d'intérêt. 
C’est celui des potentiels symétriques. Dans ce cas il suffit de considérer les 
valeurs de la fonctions conjuguée correspondant aux lignes circulaires normales 
à l’axe de symétrie et ayant le centre sur l’axe même. On arrive par là à des 
fonctions ordinaires qu’on appelle les fonctions associées que KIRCHHOFF 
avait introduites en partant de concepts tout à fait différents. 


éième leçon. 


I. Jusqu’à présent nous avons envisagé les fonctions des lignes qui s’ob- 
tiennent comme des fonctions conjuguées des fonctions qui satisfont à l’équa- 
tion de LAPLACE; mais on peut généraliser la chose. Soient X, Y , Z trois 
fonctions quelconques définies dans un espace S dont la connexion linéaire 
et la connexion superficielle sont simples, et supposons qu’elles soient finies, 
monodromes et continues, et que leurs dérivées aussi soient finies, continues 
et monodromes. Si l’on a 


X oY 9Z 
NP EET Se 


on pourra toujours par le procédé que nous avons indiqué précédemment 
calculer une fonction des lignes de l’espace. C’est pourquoi la condition pour 
l'existence de la fonction des lignes est la condition (2). Les conditions (1) ne 
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sont pas nécessaires pour son existence. Elles sont nécessaires pour qu’elle 
soit la fonction conjuguée d’une fonction harmonique. Or, l’espace ayant les 
deux connexions simples, on peut calculer la va- 
leur de la fonction des lignes pour chaque ligne 
fermée de l’espace dont la direction est connue, 
et pour chaque ligne on trouve une seule valeur. 
Envisageons maintenant un espace S dont la 
connexion superficielle ne soit pas simple, par 
exemple compris entre deux sphères concentri- 
ques 6, et 6,. Conduisons une surface o, com- 
prise entre les deux et traçons, une ligne fermée 
s qui partage o, en deux parties 6, et o}. 

Ayant fixé la direction de la ligne s on pourra calculer la valeur de 
la fonction correspondante à la ligne s de deux manières en formant 


(4) f (X cos #'x + Y cos n'y +Z cos n'z) do, 
o, 
et 
(5) Ja cos xx + Y cos #''y + Z cos n''2) do; , 
5 


n' étant la normale à 6, et x” la normale à o}. Les deux normales ont évidem- 
ment la direction opposée, c’est à dire que si l’une est dirigée vers l’intérieur 
de o, l’autre est dirigée vers la partie externe. Faisons maintenant la diffé- 
rence des deux intégrales. On aura l'intégrale étendue à toute la surface 0, 
et on devra prendre la normale dirigée constamment dans la même direction. 
Mais 6, à elle seule ne limite pas un volume renfermé dans S, c’est pourquoi 
la dernière intégrale pourra n'être pas nulle et par suite les intégrales (4) 
et (5) pourront être différentes. 

On voit donc que dans ce cas la valeur de la fonction des lignes n’est 
pas déterminée pour chaque ligne. 

On peut se faire une idée de la polydromie d’une 
fonction des lignes aussi d’une autre manière. 

Pour avoir la différence des valeurs de la fonction 
correspondante à deux lignes s,s’, on peut déplacer 
la ligne s d’une manière continue de sorte qu’elle 
vienne coïncider en position et direction avec la ligne 

s’. Soit c la surface engendrée par ce déplacement, V’ la valeur de la fonc- 


tion correspondante à la ligne s’ et V la valeur correspondante à la ligne s. 
On aura 


V'— V = /(Kcosnx + Y cos ny + Z cos nz) do, 
o 


# 


x étant la normale à la surface c dirigée par rapport à la direction de s de la 
manière que nous avons indiquée dans le § 5 de la si" leçon. Déplaçons 
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maintenant s’ en lui faisant engendrer un tube de manière que s’ se rap- 
proche indéfiniment de $ jusqu’à coïncider avec s. o deviendra une surface 
fermée. Si le domaine où nous envisageons les choses a la connexion super- 
ficielle simple, o sera le contour d’un espace interne au domaine et par suite 
en appliquant le théorème de GAUSS on aura que l'intégrale étendue à o 
sera nulle, d’où l’on tire que les deux valeurs V’ et V seront égales. Mais, 


si le domaine a une connexion superficielle multiple, c n’est pas toujours le 
contour d’un espace interne au domaine et par suite les deux valeurs peu- 
vent résulter différentes. Dans ce cas donc, si une ligne fermée en décrivant 
un tube revient à sa position initiale, en prenant des valeurs de la fonction 
qui se suivent avec continuité, on peut retourner avec une valeur différente 
de celle du départ. Par conséquent la polydromie pour les fonctions des lignes 
ne tient pas à la cyclicité, c’est à dire à la connexion linéaire, mais à la 
connexion superficielle. 


2. Nous avons vu que, pour rendre acyclique un espace cyclique, il faut 
faire une coupure ou plusieurs coupures. Qu'est-ce qu'il faut faire pour 
transformer un espace qui a une connexion superficielle multiple en un 
espace qui a une connexion simple? 

Envisageons l’espace compris entre deux sphères 
concentriques. Imaginons un tube infiniment mince 
qui réunit la grande sphère à la sphère interne. Par 
ce tube la connexion superficielle devient simple. 

Il y a d’autres cas où il faut un plus grand nombre 
de tubes pour obtenir la réduction. L'ordre de la con- 
nexion superficielle est mesuré par le nombre des tubes 
plus 1. A chaque tube correspond une constante spé- 
ciale pour la fonction des lignes obtenue par intégra- 
tion, comme à chaque coupure correspond une constante pour une fonction 
ordinaire obtenue par intégration dans un espace cyclique. 

Si l’on cherche la fonction conjuguée de la fonction harmonique 
log (x? + y*)/2 dans le cas de deux variables on trouve la fonction poly- 
drome arc tg(y/x). De même si l’on cherche la fonction des lignes conjuguée 


de la fonction harmonique 1 IV + y + 2°) on trouve une fonction des li- 
gnes polydrome. 
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3. On a calculé une fonction en regardant chaque ligne comme le con- 
tour d’une surface. Si l’espace est cyclique il y a des lignes qui ne forment 
le contour d'aucune surface. On peut trouver les différences des valeurs cor- 
respondantes à ces lignes, mais nous n’insisterons pas ci-dessus. 
Il y aussi une autre manière pour calculer des fonctions des lignes de 
premier degré. Nous dirons en peu de mots en quoi elle consiste. 
L’é équation (2) étant satisfaite on peut trouver trois fonctions Z, , Z, , Z; 
de x,y,z telles que 


REA 
zZ oy 
Z3 OZr 

d AE 0x. os ? 
A Za bi dZ 
dy dx 


Alors, si s est une ligne qui forme le contour de la surface o ayant pour 
normale #, on a par le théorème de STOKES 


Kx cos nx +- Y cos ny + Z cos n2) ds = [z dx + Z, dy + Z;d2) 

o S 
en choisissant convenablement la direction de la ligne s. On voit par là 
que la fonction d’une e ligne peut se calculer par une intégrale étendue à la 
ligne même. 

Nous avons fait usage précédemment du langage des champs vectoriels; 
on peut y revenir pour donner une image visible et frappante des concepts 
que nous avons introduits. 

Lorsqu'un champ scalaire est divisé en lames infiniment minces telles que 
chacune correspond au même accroissement de la quantité scalaire, la fonc- 
tion scalaire dans un point quelconque sert à dénombrer les lames comprises 
entre ce point et un point fixe. 
= Envisageons maintenant un champ solénoidal divisé en tubes équiva- 
lents infiniment minces. Dans ce cas, pour connaître la nature du champ, il 
faut savoir dénombrer les tubes qui passent à l’intérieur de toute ligne fermée. 
Voilà le concept de fonction de ligne de premier degré qui surgit. Si le champ 
est en m ême temps solénoidal et scalaire, le nombre des lames comprises entre 
un point fixe et le point variable et le nombre des tubes compris dans une 
ligne variable forment des fonctions conjuguées. 


4. Nous nous sommes bornés jusqu’à présent au cas de trois variables; 
mais on peut généraliser les concepts que nous venons d'exposer au cas 
d'un nombre quelconque de variables. 

Dans un espace à # dimensions on peut imaginer des points, des espa- 
ces à une dimension, des espaces à deux dimensions, des espaces à trois 
dimensions etc. et des espaces à n —1 dimensions; cest pourquoi lon peut 
imaginer des fonctions des points, c’est à dire des fonctions ordinaires de 
n variables, des fonctions des espaces à une dimension, des fonctions des 
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espaces à deux dimensions etc. et enfin des fonctions des espaces à # — I 


dimensions. 

Si ces espaces sont fermées et si nous définissons une direction des espaces, 
on peut concevoir les fonctions des espaces à 7 dimensions de premier degré, 
c'est à dire, si S, et S, sont deux espaces fermés à 7 dimensions ayant une 
partie commune qui a deux directions différentes selon qu’on la regarde 
comme appartenant à S, ou à S,, retranchons cette partie et envisageons 
l’espace S; formé avec les parties résiduelles. La fonction qu’on envisage 
sera de premier degré si, les valeurs correspondantes à $S,,S,,S; étant 


VIVSV Fona 
Veee vV yi 


`A 


Les fonctions de premier degré des espaces à 7 dimensions peuvent se 
calculer par des intégrations étendues à des espaces à 7 + 1 dimensions, et l’on 
peut former des dérivées de ces fonctions tout à fait analogues aux dérivées 
des fonctions des lignes que nous avons envisagées. 

De cette manière dans un espace à # dimensions on peut obtenir des fonc- 
tions conjuguées de (#— 1)/2 types différents, si # est un nombre impair et 
de #/2 types, si n est pair. En effet à une fonction des espaces à 7 dimensions 
(r < n — 1) on peut faire correspondre comme fonction conjuguée une fonc- 
tion des espaces a n — r — 2 dimensions. 

Dans un espace à deux dimensions on a une seule sorte de fonctions 
conjuguées, c’est à dire que les fonctions conjuguées à des fonctions harmo- 
niques des ‘points sont aussi des fonctions des points. 

Dans un espace à 3 dimensions les fonctions conjuguées à des fonctions 
harmoniques des points sont des fonctions des lignes, comme nous venons de 
voir. Dans un espace à 4 dimensions les fonctions conjuguées à des fonctions 
harmoniques des points sont des fonctions des espaces à deux dimensions, 
mais l’on peut avoir aussi des fonctions conjuguées à des fonctions des espa- 
ces à une dimension qui sont aussi des fonctions de la même nature, 

Dans un espace à 5 dimensions les fonctions harmoniques des points 
sont conjuguées à des fonctions des espaces à trois dimensions, et l’on peut 
avoir des fonctions des espaces à une dimension conjuguées à des fonctions 
des espaces à deux dimensions. Ainsi de suite avec la règle que nous avons 
exposée précédemment. 

On arrive par là à une théorie générale des fonctions conjuguées où les 
fonctions harmoniques ordinaires à # variables se présentent comme un cas 
très-particulier. Il est bon de remarquer que dans les hyperespaces d’un nom- 
bre n pair de dimensions il y a des fonctions conjuguées d’ordre (# — 1)/2 
qui correspondent aux mêmes hyperespaces. 

La connexion de plus en plus compliquée des espaces à # dimensions joue 
un rôle très important et est étroitement liée aux différentes espèces des poly- 
dromies des fonctions, comme nous avons pu constater dans le cas de trois 
variables. Ces polydromies se présentent comme une extension de celles qu'on 
a dans les cas des intégrales Abeliennes. 
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5. On peut envisager ces recherches comme une généralisation de 
l'étude des fonctions conjuguées, c’est à dire de la partie réelle et de la 
partie imaginaire d’une fonction d’une variable complexe considérées sépa- 
rément. 

Mais si nous voulons pervenir à une vraie extension de la théorie des fonc- 
tions, c’est à dire de l’ensemble des deux fonctions conjuguées, l’une étant 
multipliée par =r, il faut changer le point de vue, mais les mêmes con- 
cepts que nous avons exposés en sont toujours la base, c’est pourquoi nous 
avons dit dans la leçon précédente, qu’il y avait deux branches d’études qui 
provenaient d’une même source. Comme j'ai annoncé dans la première leçon 
je n’abandonnerai pas ce sujet sans avoir donné aussi un aperçu de ces recher- 
ches qui sont liées à la théorie des fonctions d’un côté et aux équations qui 
paraissent dans la physique mathématique d’un autre côté. 


6. Si nous envisageons un plan et deux quantités complexes F et ® qui 
sont des fonctions des points du plan, la condition pour que F soit une fonc- 
tion de ® est qu’en déplaçant le point indice M dans une direction quel- 
conque MM et, en calculant le rapport AF/A® des variations des deux 
fonctions, la limite du rapport, lorsque MM’ devient infiniment petit, ne 
dépend pas de la direction du déplacement mais soit une nouvelle fonc- 
tion du point indice. CAUCHY employait dans ce cas le mot de fonction 
monogène. 

Or une extension n’est pas possible dans l’espace, car si nous posons la 
même condition que nous venons d'indiquer dans le cas où le point indice au 
lieu de se déplacer dans un domaine à deux dimensions peut se déplacer dans 
un domaine à trois dimensions, on trouve qu’elle conduit à la même relation 
entre F et ® et l’on trouve la même chose dans le cas d’un espace à plusieurs 
dimensions. 
| Mais nous avons vu que dans les espaces à trois dimensions et à plusieurs 
dimensions le concept des fonctions ordinaires, c’est à dire des fonctions des 
points, n’est qu’un cas particulier du concept général de fonctions, car il y a 
les fonctions des lignes et en général les fonctions des hyperespaces. Si nous 
appliquons maintenant la condition que nous avons posée tout à l’heure pour 
F et ®, mais en supposant que les fonctions soient des fonctions du nouveau 
genre que nous avons introduites, toute difficulté disparait, et l’on peut éten- 
dre à un espace d’un nombre quelconque de dimensions la liaison de monogé- 
néité de CAUCHY, c’est à dire on peut étendre la théorie des fonctions au cas 
d’un domaine quelconque en trouvant quelque chose de nouveau. Faute du 
concept des fonctions des lignes et des hyperespaces la base où fonder la théo- 
rie manquait complétement. D'autre part il fallait bien penser qu'il aurait 
été nécessaire de tomber là dessus, si l’on voulait étendre la théorie des fonc- 
tions, car si l’opération de l’intégration dans le cas des fonctions d’une varia- 
ble ne fait pas sortir du domaine des fonctions de la même nature, l’intégra- 
tion des fonctions de plusieurs variables, c’est à dire l’intégration multiple 
qui est étendue à des domaines à plusieurs dimensions dont les limites sont des 
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lignes ou des surfaces etc., devait nous amener au nouveau concept que nous 
avons introduit. 


7. Envisageons donc dans un espace à trois dimensions deux fonctions 
complexes de premier degré des lignes, et soient F et ® leurs valeurs corres- 
pondantes à une ligne L. Déformons un arc AB de L, et désignons par AF 
et A® les variations de F et de ®. Si en diminuant indéfiniment la défor- 
mation et la distance entre B et le point fixe A, le rapport 


av 
AF 


tend vers une limite qui dépend seulement du point À, on pourra dire 
qu'entre les variables complexes ® et F passe une liaison tout à fait ana- 
logue à celle de monogénéité de CAUCHY. 

On peut exprimer cette condition d’une autre manière en faisant usage 
des notations que nous avons introduites. Calculons 


d® 4F 
(6) 4 NA =f, 
X étant une surface quelconque, f doit avoir une valeur indépendante de la 
direction de la surface X, c’est à dire doit être une fonction des points de 
l’espace. 
Décomposons maintenant ® et F et leurs dérivées dans les parties réel- 
les et imaginaires en posant 


F=F,+2EF, , ®Œ—®D,+:0, , i= |=, 
dF ; dF j A ier tin 
ess A la ou: De T A atrode NAA 
d® ; dO ) dO An 
T a bai , Ze,n ti , F0 Ua Pat 


la condition (6) pourra s’écrire 


(7) Gr + ie __X1 +2 Pr + 202 pus 

7 Pr + pa Gi + WA V1 + Ta 

et l’on tire de là que ®, et ®, doivent vérifier les mêmes équations, c’est 
à dire 


dY dE dY 
Aie rraren r 0 de E a Teri. 


aY. ay ay aE. 
(8) Aiaia ETET HTE ) 3 = d(y,2) TE) 
aa a taa NO In NS TETE PU 


AT re + 0 
9 r  ‘# d(y,s) 
MA FE RE ATARI À 


EU "7 D; 


WwWw.rcin.org.pl 


ne 


X. — Leçons sur l'intégration des équations différentielles, etc. 97 


où F peut être remplacé par ®, et ®, et l’on a 


En = Pit Pr sm =D 1 = +7) 
Ez = E32 = ĝ: 7; + aa s En = Er = 7: Di FT pa » Er = Eor = Pr Qi + Piga: 
D, = 97: — hg , Di = f, $: —1,r, , D; = p: 7: — qa Pi. 


L’équation (8) remplace dans ce cas léquation de LAPLACE et a bien 
des propriétés communes avec elle. 


8. On peut écrire léquation (6) sous la forme 
d 
(9) Fi =f. 


Les fonctions ® et F peuvent s'appeler zsogènes. Il est évident que deux 
fonctions des lignes qui sont isogènes avec une troisième sont isogènes 
entre elles. De même une fonction des points ọ peut s'appeler aussi isogène 
avec F si 

dF e dF © ge 
Go) CITAN IE 26,7. à 
Elle sera isogène avec toutes les fonctions des lignes isogènes avec F. On 
démontre aussi facilement que f est isogène avec F, et réciproquement que 
si la fonction des points f est isogène avec la fonction des lignes F, on peut 
trouver une fonction ® telle que l'égalité (9) soit vérifiée. 

Toutes les fonctions des points qui sont isogènes avec F peuvent s’appeler 
isogènes entre elles. Puisqu’elles doivent vérifier l'équation (10) on en tire 
que deux d’entre elles sont indépendantes et les autres en sont des fonctions. 
Soient +, et ®, des fonctions indépendantes. À cause de l'équation (10) on 

. pourra toujours écrire 


| or Cr 
i 3 LT AS 
{ dF cy cz 
by TR 93 x = X ; 
(Y ,2) 2P2 CD2 
dy * èz 
pr Cr | 
f dF dz? Ix 
(11) Fi aE in. PAIE 
į d (z | x) Pa LA 2@2 , 
°g. ? 0x 
PET A: 
dF Dral? ey 
FPE TESU = Da X —- sa , 
(x 1) CP2 ep2 
0% ? dy 


7 


où +, est une fonction des points isogène aux autres, c’est à dire 


Pa Fe P3 (Pr Pa). 
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Supposons que le domaine à trois dimensions que nous envisageons ait 
une connexion superficielle simple et que dans ce domaine les fonctions que 
nous considérons n'aient pas de singularités, alors pour avoir la valeur de la 
fonction F correspondante à une certaine ligne il suffira de regarder cette 
ligne comme le contour d’une surface o et de former 


F= f(x cos nx + Y cos ny + Z cos nz) do. 


Soient # , v des coordonnées curvilignes de la surface. On aura 


2y əz 
Iu ? du 
do cos nx = : du dv ; 
a əz 
v? à 
az ax 
Ou ? du 
do cos ny = du dv ; 
az Ix 
| w ’? w 
x dy 
Ou ? du 
do cos nz = du dv. 
ox oy 
w’ Ww 


C’est pourquoi l'intégrale précédente pourra s’écrire 


| Cr > Qr 
ðu ? Ww . 
(12) F = [9 à 30 du dv = | 3 do, des. 
4 Qu ? Ww i 


On voit par là que tout ensemble de fonctions isogènes des lignes et des 
points dans un espace à trois dimensions ressort des fonctions de deux varia- 
bles complexes et de leurs intégrales, comme tout ensemble de fonctions mo- 
nogènes dans un espace à deux dimensions ressort des fonctions d’une va- 
riable complexe et de leurs intégrales. 

Si la surface o dans l'intégrale (12) est une surface fermée, l'intégrale 
devient nulle. Cette propriété n’est autre chose que la theorie de CAUCHY 
pour les fonctions de deux variables telle que M. POINCARÉ l’a donnée. 

Si l’espace n’a pas une connexion superficielle simple, ou si les fonctions 
qui paraissent dans les formules ont des singularités, l’intégrale peut n'être 
nulle. Il faut alors remplacer la surface o par un ensemble de surfaces qui 


“ 


forment le contour complet d'un domaine à trois dimensions où les fonctions 
n'ont pas de singularités. 


9. 9, étant une fonction de ọ, et w, telle que 


o 
zu — Pa (Pr Pa) » 
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les équations (11) s'écrivent 


Opa, Qa 
dF êy ? əz 
d(y ,2) i 22 9P2 
dy ? dz 
TT | 
A , 
dF z ox 
d (z, x) ra 292 Oga 
əz ? 0x 
294 2p4 
dF 0x ? dy 
d (x , y) a Q2 dpa 
Sx? dy 
et l'équation (12) deviendra 
Fins f de, doz, 
o 


d'où l’on tire que F peut s’obtenir par ọ, et w, ou qu’elle est composée 
à par ces deux fonctions qu’on peut appeler des diviseurs de F. On peut 
écrire 


F = (9, Fa): 


La décomposition de F en ses diviseurs peut se faire d’une infinité de 
manières. Les diviseurs sont isogènes avec F et deux fonctions isogènes des 
lignes ont toujours un diviseur commun. Les diviseurs étant des fonctions des 
points, on peut les appeler élémentaires. 


qième leçon. 


1. La théorie qu’on vient d’exposer se rapporte au cas des fonctions de 
deux variables, et elle a l'avantage qu’on peut l’exposer sans recourir aux 
espaces à plus de trois dimensions. Mais si l’on se borne à ces espaces, on n’a 
pas évidemment une théorie complète; et l’on voit la nécessité d'étendre tous 
les concepts à l’espace à # dimensions. Il n’est pas difficile de le faire. Mais 
par là la théorie se développe d’une manière inattendue. C’est à dire qu’on ne 
trouve pas seulement la théorie des fonctions de plusieurs variables complexes 
et de leurs intégrales, mais quelque chose aussi de beaucoup plus général. En 
effet toute fonction complexe de premier degré d’une ligne peut être attachée 
par la liaison d’isogénéité à un ensemble d’autres fonctions des lignes et à 
des fonctions de deux variables complexes indépendantes, et peut se décom- 
poser en facteurs élémentaires. La même chose ne se présente pas, lorsqu'on 
envisage une fonction des hyperespaces de 7 < » dimensions dans un hyper- 
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espace de 7 >> 3 dimensions. Pour ces fonctions aussi il y a, comme dans le 
cas des fonctions des lignes dans l’espace à trois dimensions, une décomposi- 
tion en fonctions d’un ordre plus simple qui présenté des caractères arithmé- 
tiques analogues à la décomposition d’un nombre en facteurs premiers. Mais 
dans le cas des hyperespaces cette décomposition ne peut pas être poussée 
toujours jusqu’à arriver aux fonctions des points, c’est à dire que tous les 
diviseurs premiers de la fonction peuvent être aussi des fonctions des hyper- 
spaces. Or, pour qu'une fonction soit liable à une autre par la liaison d’iso- 
généité il est nécessaire et suffisant qu’elle ait un diviseur élémentaire, c’est 
à dire un diviseur qui soit une fonction des points. Il faut donc poser des 
conditions spéciales avant de pouvoir établir la liaison d’isogénéité, et même 
après avoir établi cette liaison on a une théorie bien plus générale que celle 
qui ressort des fonctions de plusieurs variables et de leurs intègrales. Ce cas 
se rapporte seulement à l’ensemble des fonctions des hyperespaces dont tous 
les diviseurs sont des diviseurs élémentaires. 

Lorsqu'on envisage des espaces ayant un nombre de dimensions toujours 
croissant, les différentes sortes de connexions possibles augmentent toujours. 
LISTING, BETTI, POINCARÉ les ont étudiées. Elles jouent un rôle fondamental 
dans les théories précedentes, car elles déterminent les différentes sortes de 
polydromies des fonctions des hyperespaces. Dans le cas des fonctions d’une 
seule variable complexe on n’a qu’une seule sorte de polydromie qui ressort 
de la cyclicité, mais dans les cas précédents leur nombre est toujours plus 
élevé. La théorie des intégrales Abéliennes ne présente que le premier cas de 
cette théorie générale. 


2. Les fonctions des lignes et des hyperespaces nous conduisent natu- 
rellement à dire quelques mots sur d’autres études très voisines qui ont bien 
des rapports avec des questions de la physique mathématique. 

Soient x, y, z les coordonnées des points de l’espace. Une ligne est dé- 
terminée par deux équations y = f(x), 2 = ọ (x). Donc une quantité qui 
dépend d’une ligne peut être envisagée comme une quantité qui dépend des 
fonctions f (x) et ọ (x). 

Il est donc tout naturel d’envisager les quantités qui dépendent de toutes 
les valeurs q'une fonction ou plusieurs fonctions prennent dans certains 
domaines. C’est un concept qui se présente dans un grand nombre de cas. 
Le plus simple est celui d’une intégrale définie. La valeur de l'intégrale défi- 
nie entre certaines limites dépend de toutes les valeurs de la fonction entre 
ces limites. La physique mathématique nous offre les exemples les plus frap- 
pants. Par exemple la température en un point d’une lame qui est chauffée 
au bord dépend de toutes les valeurs de la température au bord de la lame. 
Les fonctions des lignes et des hyperespaces rentrent évidemment dans ce 
concept. 

Il est bien clair que lorsqu'on parle d’une quantité qui dépend de toutes 
les valeurs d'une ou de plusieurs variables on entend quelque chose de bien 
différent d’une fonction de fonction. 
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3. La définition que nous venons de donner est analogue à la défi- 
nition de fonction ordinaire due à DIRICHLET, d’après laquelle on dit qu’une 
variable est fonction d’une autre variable si à chaque valeur de cette quan- 
tité, entre des limites données, correspond une valeur de la première quantité. 
Nous n’entrerons pas dans les discussions très-importantes, qui se rappor- 
tent à cette définition. Il est bien évident qu’on a été amené à la donner par 
le concept fondamental de loi physique. M. BOUTROUX tout récemment a 
approfondi la question d’une manière fort intéressante. Mais en posant cer- 
taines conditions on peut passer du concept de fonction tel que l’a posé 
DIRICHLET à celui de fonction analytique. Il est inutile de rappeler ces con- 
ditions qui sont bien connues et qui se rapportent à la continuité, à lexi- 
stence des dérivées, etc. 

On peut procéder de la même manière dans le cas des fonctions qui 
dépendent de toutes les valeurs d’une fonction ou de plusieurs fonctions. 

Envisageons le cas le plus simple, celui d’une quantité F qui dépend de 
toutes les valeurs d’une fonction continue f (x) définie pour toutes les valeurs 
de x comprises entre æ et ġ. Il n’y a pas de difficulté à étendre le concept 
de continuité à la quantité F. Supposons maintenant qu’on part d’une fonc- 
tion initiale f (x), et qu’on la change en la remplaçant par f(x) + ep (x) ou 
e est une quantité infiniment petite. On peut tâcher de calculer la varia- 
tion de F. Sous certaines conditions la partie du premier ordre de cette 

y variation peut s'exprimer par une intégrale définie 


e fe EF Œ) dk, 


La fonction F’ (,) joue le rôle de première dérivée. Elle est indépendante 
de ọ (x), mais elle dépend en général de toutes les valeurs de f(x), c’est 
pourquoi on peut tâcher de trouver la variation de F' (E,), lorsqu'on rem- 
place f (x) par f(x) + sọ (x). Si l’on néglige les parties qui sont infiniment 
petites d’ordre supérieur à g, sous certaines conditions, on trouve que cette 
variation est donnée par 


è 
e fe (E) F" Er, E)E. 


F” (č, &) joue le rôle de première dérivée de F' (£) et de seconde dérivée 
de F. Elle est indépendante de ọ (x), mais dépend de toutes les valeurs de 
f(x). Elle est une fonction symétrique de £, et £,. 

On peut aussi procéder au calcul de la troisième dérivée qui s'exprime 
par une fonction F"E) EE) symétrique et ainsi de suite. 

Cela posé, on peut se proposer de développer la valeur de F qui corres- 
ponc àf (x) + ps (x) dans une série de puissances de €. Sous certaines. con- 


ditions qui sont tout à fait semblables à celles qu’on a pour la série ordi- 
naire de TAYLOR on trouve 
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/ 4 3 b b 
F= Fo Hefo) F E)Z Hie f SE E, E) (6) E) d dé, 


bb 


+ Le ff fE EEEo Ee (ED e E)E dE, dE, 


b 4 
Paana a se": j AEO ken AEE y *s En) P (čr) P (Ea) - -Q (En) dér dé, -diat AR 


où F” (E,,6,,-..,E,) est une fonction symétrique des v variables, &,, č2,* +, 6n, 
indépendante de ọ (x). 

En prenant £ = 1 on passe facilement à une série analogue à celle de 
Mac LAURIN. 


4. On pourrait prendre comme définition d’une quantité F qui dépend 
de la fonction ọ (x) définie pour les valeurs x comprises entre æ et & lex- 
pression précédente où l’on fait € = 1, en supposant que la série soit con- 
vergente. Ce serait une définition analytique d’une fonction qui dépend 
d'une autre fonction, et l’on pourrait en étudier le domaine de convergence. 
Les différents termes représenteraient des fonctions de différents degrés. 

Cependant de cette manière on n’envisagerait pas le cas le plus général. 


5. Lorsque F dépend de toutes les valeurs d’une fonction ou de plu- 
sieurs fonctions, que celles-ci sont inconnues, et qu’il faut les déterminer, 
étant données certaines propriétés de F, alors on tombe sur les problèmes 
les plus intéressants de la théorie. Le calcul des variations n’est que le pre- 
mier exemple d’une recherche de ce genre. 

Mais prenons le cas qui correspond à la formule (13), et supposons que 
nous écrivions 


b bb 
DF (x) = sp (a)a + fp EF Era)dé tre f [E Er, Ens 2P E) E) dén dén 


TRAN. 
i AN 
| ne SE Lef.. [FO CE, , E f +, Es sx) F (Er)- x ‘Q (Én) dE, ES dE, 
æ étant une quantité donnée et ¥ (x) étant définie pour les valeurs de x 
comprises entre a et à. `; 
Le cas le plus simple est celui où F”, F”,- --, F™,---, sont nulles, c’est 
à dire où l’on a 


(15) SF (x) = ep (1)a +e fp (E) F Œr, x) dér; 


cest le cas de l’inversion des fonctions de premier degré qui est le cas 
envisagé par M. FREDHOLM et par moi même lorsque la limite supérieure 
est égale à x. 
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Le problème d’invertir une fonction générale de la forme (14) par rap- 
port à l’inversion de la formule (15) n’est que le problème général de lin- 
version d’une fonction transcendante par rapport à l'inversion d’une fonc- 
tion de premier degré. Nous voulons montrer que le cas général peut être 
résolu. 


6. En effet pour obtenir ọ (x) exprimée par F (x), cest à dire pour 
invertir la formule (14), il suffit de tâcher de développer ep (x) dans une 
série de puissances de #. 

C'est pourquoi calculons 


08 hole 0 de Non 0 Ale pt ee 7 


On trouve 


Y Go = (ZRO) à + f(a) F E, , a) dE.. 


Si nous pouvons invertir cette formule, ce qui arrive par exemple 
lorsque le déterminant n’est pas nul, on trouve 


d 
(16) de) 2 (2) 8 + rene Ce» +) de. 
En dérivant une fois encore on a 


u 
o= EERE e tf FREN rc 


55 
s JE Et falee GI) falee EN) E, ag, 


Cest à dire 


AR a +f een F' (E, , x) dE, 


(17) = jfr TE a) So) ateen dE, dé, 


ir Í D (me ; Ma» 2) AA A A A 


a a 


d 1 2 , 
en remplaçant HE), EL par les valeurs données par la for- 


mule (16). Si l’on invertit la dernière formule en employant une formule 
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analogue à la formule (16) on trouve 


b 
| d? € 1r f, 
) BREL = ff (x » T2) x) F (nr) T (a) Pha dna ; 


De même on trouve 
586 


d3 € i 11 
Eaa | f fo (Mr s Ne» Nz» x) + (M) E (Na) T n) d'ha dha dh; 


lo 


et ainsi de suite, de sorte qu’on aura 


agio + AREN ge 4 TAC) g5 4.2 ep (2) = D (x) 8 


b & à 
+ 9 DT Cm) D Cm, 2) dns +29 | [D (ns , ne, 2) E (ns) E (ne) an da 
: 2 


5 Š 


Hoti f SOA Or n 2 E O) i E C) din rar +: 


Il faudra établir les conditions de convergence de la série précédente 
et son domaine de validité. On peut regarder D comme une fonction sy- 
métrique de hr, Nast `t, Na. Nous n’entrerons pas dans les détails par rap- 
port à la vérification de la formule que nous avons donnée, ni sur la que- 
stion de l'unicité de la solution. 


7. Je ne puis terminer cet argument sans toucher à la question des 
méthodes qu’on appelle de JACOBI-HAMILTON. Les mémoires de HAMILTON 
publiés en 1834 et 1835 on été le point de départ d’un grand nombre de 
travaux qui sont parmi les plus beaux de la mécanique analytique. JACOBI 
est le premier qui en ait fait ressortir tout l'intérêt. Le principe d’abord 
limité aux questions mécaniques à été étendu aux problèmes des isopé- 
rimètres et enfin à tous les problèmes du calcul des variations relatifs aux 
intégrales simples. On peut regarder la plupart des problèmes de la physi- 
que mathématique comme ressortant des questions du calcul des variations 
relatives aux intégrales multiples, et il est par suite intéressant d'étendre 
les mêmes méthodes à ces cas. Pour atteindre le but il suffit de remarquer 
que la méthode JACOBI-HAMILTON est fondée sur le concept d'envisager lin- 
tégrale simple dont on veut annuler la variation comme une fonction des 
limites de l’intégrale et des valeurs arbitraires des fonctions inconnues aux 
limites. Donc pour étendre la même méthode au cas des intégrales multi- 
ples il faut les regarder comme dèpendantes des lignes ou des surfaces ou 
des hyperspaces qui limitent les intégrales données et de toutes les valeurs 
des fonctions inconnues au contour. C’est pourquoi les concepts que nous 
avons introduits sont nécessaires pour étendre les méthodes JACOBI-HAMIL- 
TON aux problèmes de la physique mathématique. 
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8ième leçon, 


1. Il est bien souvent nécessaire de revenir sur la signification des mots 
dont on fait un usage continuel dans la science. C’est leur sort d'évoluer 
et par suite de se transformer et de se plier à tant d’exigences différentes 
que non seulement le sens primitif est quelquefois presque. complètement 
évanoui, mais que la signification actuelle est très-difficile à découvrir 
lorsqu'on pense à la chercher. C’est ce qui arrive par rapport à la /#éorie 
générale des ondes. Tout le monde en parle et tous parlent de son influence, 
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en l’opposant à d’autres systèmes. Mais les limites en sont elles-marquées, 
et peut-on établir sous quelles conditions une classe de phénomènes s’expli- 
que par le système des ondes? Nous n’entrerons pas dans la discussion de 
ces questions qui mériteraient une étude approfondie; nous dirons seulement 
qu’une grande classe de phénomènes peuvent se grouper au point de vue 
analytique sous une même catégorie bien définie, car leurs équations diffé- 
rentielles du type hyperbolique ont des propriétés communes qui ressortent 
principalement de l’existence de caractéristiques réelles. 

On envisage par là une grande partie des phénomènes qu’on à l’habitude 
de regarder comme dépendant du système des ondes, mais on ne peut pas dire 
que sous cette classe d'équations différentielles on ait groupé tous les phé- 
nomènes qui se relient à la théorie des ondes. On peut citer, par exemple, 
les ondes des liquides incompressibles et pesants qui dépendent d’équations 
d’une autre nature. (Voir 11*% leçon). Toujours est-il que l’étude des équa- 
tions différentielles dent nous venons de parler forme une théorie que l’on 
peut envisager à part et approfondir par des méthodes générales qu’on est 
en train de perfectionner peu à peu. Par rapport à ces équations il faut 
dire qu’elles ont marqué le plus grand triomphe de la physique mathéma- 
tique, car c’est l’analogie entre les équations des vibrations des corps élasti- 
ques et celles des champs électrodynamiques qui ont conduit a la théorie 
électromagnétique de la lumière et aux expériences de HERTZ. 


2. Nous envisageons dans cette leçon quelques équations qui rentrent 
dans cette catégorie, et nous examinons les plus simples. Elles peuvent servir 
à nous montrer d’une manière claire, sans entrer dans les détails, les proprié- 
tés principales et la portée des méthodes qu’on a tâché d'employer pour 
leur étude. Considérons les équations 


2 y 227 2 y 2 y 22y 
(1) es E a RE PP RE IO 
A DEC pion ue 
ox; 0x; 0x3 CE 


La première est celle qu’on appelle des cordes vibrantes, la seconde est 
celle des membranes vibrantes, la troisième des corps vibrants, etc. et l’on 
peut les comparer avec les équations de LAPLACE à deux, trois, quatre varia- 
bles indépendantes que nous avons déjà envisagées dans les leçons précé- 
dentes. On peut passer des unes aux autres par des transformations très- 
simples. C’est ainsi qu’en remplaçant dans la seconde par exemple z par 
iz, elle devient l'équation de LAPLACE à trois variables. Bien des proprié- 
tés peuvent se déduire par cette simple transformation. 


3. Nous voulons d’abord comparer deux formules qui nous montreront 


tout de suite le caractère des équations (1) et celui de l’équation de LAPLACE. 
Le cas le plus frappant et en même temps le plus simple est relatif à trois 
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variables, et l’on peut même considérer le cas plus général où le second 
membre n’est pas nul. Soit # une fonction qui vérifie l’équation 


2 52 42 

@ tas tony) 

et supposons qu’elle soit finie, continue et mono- 
drome dans un domaine S limité par un contour 
c. Supposons que la fonction f soit aussi finie, con- 
' tinue et monodrome. La formule de GREEN donne 
la valeur de x, dans un point M; de coordonnées 
X1 V1, 2 interne au domaine, exprimée par les va- 
leurs de # et de la dérivée de # par rapport à la 
normale au contour. Voici la formule 


(2) U(Xs Vas D = —— (u s- Ee A aar e 


AT, on 
o 


où 7 = VC, — x) + (y: — y) + (z: — 2), x,y,z étant les coordonnées du 
point indice des intégrations. On suppose que la normale x soit dirigée vers 
la partie externe du domaine S. Si le point de coordonnées x, , y, , 2, au lieu 
d’être un point interne M; est un point externe M,, la formule précédente 
devient 


Ed 


(3) o=— fu rénale dS. 


On peut par une simple transformation écrire la formule (2) d’une autre ma; 
nière. Intégrons et dérivons sutcessivement le second membre par rapport 
à z,. On aura 


, HAN EC 1 d@ Ou US | 
(2°) NEEN, RE D st -5f (» r ta T p) — 5 feds! 
o S 


où l’on a posé 


2 4 pl aii da DE TR a 
Monet eme VEET +1) 


de même la formule (3) pourra s’écrire 


, air 9 I dp Ou I ) 
4. Indiquons maintenant la formule analogue à la formule (2’) pour 
l'équation 


y 92 92 
(IT) Ja Fos e TIE). 
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\ 


Menons un cône de révolution à 45° ayant pour axe une droite paral- 
lèle à l'axe z et pour sommet le point M; dont les coordonnées sont x,, 
Y1,4, et appelons 6° une surface simplement connexe découpée par le cône 


Le re 


et ayant pour contour la ligne d’intersection avec le cône. Soit S' l’espace 
compris entre le cône et la surface, # étant la normale à la surface dirigée 
vers l’intérieur de l’espace S', soient cos #x, cos ny ,cosnz les cosinus 
des angles qu’elle forme avec les axes coordonnés. 


Nous appelons (avec M. D'ADHÉMAR) conormale la direction #' telle que 
cos nx ——COSHX , COS M Y ——COS AY , COS #2 = COS M. 


On aura alors 


a] A 5 ê 1 LA À + 
(5) U (Xr s Yrs 21) = zy, — feg Ed i feas] 
o’ S 
où 
arigos pennin FRERE er) 
Pr je ere Faro 


en supposant v et f finies, continues et monodromes, et x, y, z étant les 
coordonnées du point indice des intégrations. 


5. Les deux formules (2') et (5) sont tout à fait correspondantes l’une à 
l’autre. C’est en les comparant et en remarquant leurs différences qu’on 
pourra se faire une idée des analogies et en même temps des propriétés 
différentes des équations (I) et (II). D'abord on remarquera que dans la for- 
mule (2) la surface c et l’espace S renferment le point où l’on détermine 
la fonction #, tandis que dans la formule (5) paraissent seulement les valeurs 
de v et de la dérivée conormale le long de la surface o’ découpée par le 
cône et les valeurs de f à l’intérieur de S’. Dans la formule (2') les espaces 
où l’on calcule les intégrales sont toujours les mêmes quel que soit M;. Dans 
la formule (5) ils changent en déplaçant M;. Les cônes de révolution à 45° 
ayant laxe parallèle à z jouent donc dans ce cas un rôle considérable. Ils 
sont en effet les cônes caractéristiques. 
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En général lorsqu'on envisage une équation linéaire à coefficients cons- 
tants de 2% ordre 


> $a an as E +$, bi Se + ku = 0, 


les surfaces ayant pour équations dans l’hyperespace x, , x, ,:::,4, 


D ae 


où cette forme quadratique est la forme quadratique réciproque de la forme 
quadratique précédent, et x1,--:,x, sont des quantités constantes, s’appel- 
lent les cônes caractéristiques. 

Or par rapport à l'équation (I) les cônes ont pour équation 


(x — 2) + (y — yy H- (2z — 23)" = 


c'est pourquoi ils sont imaginaires, tandis que pour +) crabe (ID) les cônes 
sont représentés par 


(£ — 2) + (y — Y)? — (z — 2) = 


` 


Ils sont réels et sont justement les cônes de révolution à 45° que nous 


avons envisagés. 


6. Une autre particularité qu’il faut mettre en évidence est que dans 
la formule (2') les valeurs # et ©w/èn au contour ne sont pas indépen- 
dantes entre elles. Si les valeurs de x sont 
données, les valeurs de ê/èn sont détermi- M. 
nées aussi. 

La chose est bien différente dans le cas 
de la formule (5). Pour certaines surfaces 
c les valeurs de v et de êv/n sont indé- 
pendantes, tandis que pour d’autres surfaces 
ou certaines parties d’une surface elles sont 
indépendantes et pour d’autres ne le sont 


pas. Nous aurons l’occasion de revenir su 
ce point. 


7. On peut chercher une formule qui 
corresponde à la formule {3') et il est bien 
faciie de la trouver. 

Soit o una surface interne au cône, 
et soit S un domaine compris entre o’ et 


la surface du cône, mais supposons que le sommet M, du cône soit un point 
externe au domaine S. 
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On aura alors 


D omaha fha he 
j S 


2T, cn 
+ 


o , 


’ 


où x’ représente toujours la conormale de la surface o’. 


8. En calculant la dérivée par rapport à z, qui parait dans le second 
membre de l’équation (2°) on revient à la formule originaire (2). 

Le calcul analogue dans la formule (5) n’est pas aussi simple, parce 
qu'une variation des coordonnées x, , y, ,z, du point M; change la surface 
5’ découpée par le cône caractéristique. C’est pourquoi il est évident que 
la dérivation ne peut pas être faite directemente sous les integrales. La dé- 
rivée peut cependant se calculer très facilement dans le second et dans le 
troisième terme du second membre et par là la formule (5) peut s'écrire de 
la manière suivante 

TEN = 2 | | 


2n Ori] Ve: —2) — (x: — 2) — (y —y} 


v 


1 


A 


TE [(x — x,) cos nx + (y — y:) cos ny]}vds 


° (cos Mai 


I I dv , 
TI TT rar AR RE die re eme detente, | E G 
i TU Vle: — 2) — (tı — 2) — (y: —9Y dn 
oc’ 


Lis | rc ES à 


an) Va Gr Gi 


r 


La formule (7) peut se transformer de même. Dans ce cas le premier 
membre est nul. 


9. Revenons maintenant à la formule (2). Le second membre peut se 
décomposer en deux termes. La première intégrale étendue à la surface o 
exprime évidemment une fonction harmonique, c’est à dire qui vérifie l’équa- 


` 


tion de LAPLACE à l’intérieur de S, c’est pourquoi si l’on prend 


: l fds 
W æy) = | t: 


on a 


EEE SEU ee 4 Of (so Vs s Ex) » 


formule qui correspond à un théorème célèbre de PoIsson. De même prenons 
la formule (5') et considérons la dernière partie du second membre, c’est 
à dire 

x fas' 


WwW’ Lors Si) — QE Se ee me ve D pm re se 
PRET | Va: — 2) — (y1 — 7) — (a — 2) 


g 
Puisque, comme on le vérifie facilement, la première partie du second 
membre satisfait à l'équation (II) où l’on suppose nul le second membre, 
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on voit tout de suite que 
02 W” 82 W’ 82 W' 
dri dy? 02? 


= — 27) (4, V9 22): 


On a par là un théorème qui a bien des rapports avec celui de Pors- 
SON. Dans le cas de POISSON l'intégrale doit être étendue toujours au même 
espace S, dans le théorème que nous venons d’énoncer l’intégrale est étendue 
à la partie d’un espace qui est intérieur au cône caractéristique ayant pour 
sommet le point x,,Y:, As 

Par la formule (2) on peut facilement déduire les discontinuités relatives 
aux dérivées des potentiels des surfaces et les discontinuités des potentiels 
des doubles couches. On obtient des formules semblables en employant la 
formule (5°) d’une manière analogue. 


10. Nous avons jusqu'à présent envisagé l’espace interne au cône, mais 
pour l’espace externe au cône on peut établir de nouvelles formules qui n’ont 
pas de correspondantes dans le cas de 
l'équation de LAPLACE. 

Menons le cône caractéristique ayant 
pour sommet le point M de coordonnées 
E T E 

Soit o” une surface externe au cône 
et découpée par le cône, et supposons 
que S” soit un domaine externe au cône 
limité par o” et par la surface du cône. 
n étant la normale à la surface o” dirigée vers l’intérieur de S”, appelons 


1 


n’ la conormale. Posons pour simplifier 


pi Vz — x, ST (y — 3%}, 


COS 79 = neo nx + Fi COS 4y. 


d . . . . 
Enfin supposons que dans le domaine S”, v et f soient finies, continues 
et monodromes. Alors on aura 


” 


I cos 770 r 
Re Me ER a e a a A 
ie paa =) Vaza EC 
Rs Mr D I (EP (LS SE ES: 2) 
Ps por -a a SEA -BE OL MON TS 
zat Ar (J: =y) (2-28) vel à | ) 


I 


I 
a p arae N, 
G 


LEE *° (cos nge— 2 a Z cos ne) vdo" — 


log (Est 0 ne ar ; 


cv s I 
e Jar 2" + | VRP Oy ea 


h log (= RFV S 2 À ne € m2 ) sT, 
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où x,y,z sont les coordonnées du point indice des intégrations. Si nous 
écrivons dans le cas de l’espace externe une expression tout à fait analo- 
gue à celle qui parait dans le second membre de l’équation (5) ou (5°), on 
ne trouve pas la valeur de v au sommet du cône, mais une valeur nulle. 


On a donc: 


| Gr fa guane me tuée a 
Pr Ve ee gA 
4 ALT rr 
(9) ‘ (cos PET O EE [x te xi) COS nX + (y — Yi) cos ny]) udo 


I av ii I i 
A PI di 4 El AE Esemane eo Eer REEE LEE SERRE LEE V0 JE ARE LONDON PE DR ER FOR | dS' 4 . 
a 3 K x 


j 
| pes 2) F (P1 Y)’ — (z: — 277 07 tr t) + (yig) (er 2) 


11. Particularisons maintenant les formules générales. On peut com- 
mencer par supposer f = 0. Il est évident alors que dans les formules précé- 
dentes tous les termes où parait cette quantité s’évanouissent. Elles se rap- 
portent alors aux intégrales de l’équations 


2 y 2 y 27 


C'est pourquoi les formules (5) (9) (8) deviennent des formules correspon- 
dantes, mais d’une nature complètement différente, aux formules bien con- 
nues des fonctions harmoniques, c'est à dire des intégrales de l’équation de 
LAPLACE. Elles s’écriront alors 


Tao) à I Z1 — 2 ; 
V (£i 3 Yr s 21) = He l ATE COS nz — cos ne) vdo 
. REF i Te 
o’ 
(10) i 
I I v , 
talier arp LÉ 
\ 20 
Gé AD a (cos ne = cos nejde" + h= 2L do". 
CLS Vle: — z)?— p? p / 27% Vle: — 7} — p? on 
G 6’! 
RAS MEN AE cos 26 ) 
v (CA » Vi) 21) = | lee) VGA) vdo 
co’! 
110 I P2— (z — z:)? Bi Z r 
N OTA Ae ANEY EN R IAE AAE ON VA) (=E) (cos ne — ET sn) 
(12) { 2 Tr? a 9 e p co g vdo 
g’ 
TNA I pe — (z — z:)}\ dv ÿ? 
27 | Toa as Sa Ce Jr 


\ o’ f 


12. On peut ensuite particulariser la forme des surfaces o’ et o”. Sup- 
, ’ ° [4 
posons d’abord que la surface c’ soit le plan coordonné xy, et supposons 
Z: > z = 0. 
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Alors la formule (10) devient 


à I 


| a ets a MAS" ptdr Rép gs 
U (Xi, Yrs 2) = 27 = 3x) Ver — 2) — (£: — 2) — (J: — y} Qi 
(13) i Í av , 
RAR 7 oem rar 


car la normale z et la conormale x’ coïncident avec z. 

Dans ce cas, v et êv/èz sont indépendants entre eux (voir § 6). Cette 
formule nous donne l'intégrale générale de l'équation (IIT) sous une forme 
bien connue qu’on appelle de POISSON-PARSEVAL. 


, 


— 
e 
g 


Er ES "qe ne ya a, 


On trouve une formule tout à fait analogue si l’on suppose que le point 
M; soit au-dessous du plan xy. 

Supposons maintenant que la surface 6’ devienne un cylindre indéfini y 
ayant les génératrices parallèles à laxe z et aussi que la coordonnée z, 
du point M; soit supérieure aux coordonnées z des points de y. Enfin sup- 
posons que v soit nulle pour toutes les valeurs de z inférieures à une cer- 
taine limite — Z. 

Dans ce cas la formule (10) deviendra 


ra of 
TA EE 


e c 


(14) U(X Y2) = —— szja 


où l’on suppose que 

as Va —x,) + (y — y7, 
s étant l'intersection du cylindre y avec un plan parallèle au plan xy, et 
x,y étant les coordonnées des points de la ligne s. 


Par rapport aux dérivées normales représentées par les symboles 8/è» et 
ò/òn nous convenons que si f est une fonction de x, y,ọ et que si lon 
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regarde ces quantités comme des variables indépendantes 


S Syy 


On əx n dy dn?’ 
A D A 
n  əp ən 


Dans ce cas les valeurs de v et de la dérivée normale de v sur le cylin- 
dre ne sont pas indépendantes entre elles. 


13. On peut enfin imaginer un cas mixte 
des deux précédents où la surface o’ est con- 
stituées en partie par un cylindre y et en 
partie par un plan parallèle au plan xy. Alors 
le second membre de la formule (10) est con- 
stitué de deux parties dont l’une a la forme 
du second membre de l’équation (14) et lau- 

pr tre celle du second membre de l'équation (13). 
Sur y les valeurs de v et de la dérivée normale 
ne sont pas indépendantes, tandis qu'elles sont indépendantes sur le plan «. 


14. Les formules (8) et (9) peuvent aussi se particulariser en supposant 
que g” se réduise à une surface cylindrique 
ayant les génératrices parallèles à l’axe z, 
ct alors elles deviennent respectivement 


dE 
Vp — E; g2 


fe (x, Y, & —Ë) 


— e 


(15) e ns. 


e 


R dE 
mers al 


=e 
| I j 9 R Dec ea 
| RE aiaa a ii sorea 
UE : EUR 


Q 
pi Fab Enr PS RS 
MUST fe (x sI 2r à) log p ) Yor | 


—@ 
Dans ce cas v et 8v/2n ne sont pas indépendants. 


gième Jeçon. 


1. Dans le § 13 nous avons envisagé le cas mixte où sur © les valeurs 
de v et de 8v/èn sont indépendantes entre elles, tandis qu’elles ne sont pas indé- 
pendantes sur la surface cylindrique y. Sur cette surface il suffit de donner 
les valeurs de v ou de êv/èn pour déterminer v (x, , y, , 4). Il faut donc tâcher 
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d'éliminer les valeurs de êv/2r ou de v sur y. On peut atteindre le but dans 
certains cas très-aisément, et nous allons les approfondir pour montrer que 
la célèbre méthode des images découverte par LORD KELVIN pour l’intégra- 
tion de l'équation de LAPLACE peut être aussi employée quelquefois pour les 
équations analogues ayant les cônes caractéristiques réels. On trouve par 
là un résultat complètement inattendu, c'est à dire que lorsqu'on enviage les 
équations à caractéristiques réelles, même dans le cas où l’on a un nombre 
infini d'images, la solution peut ne pas être données par des séries infinies, 
meis par un nombre fini de termes. Ce résul- 
tat semble au pfemier abord paradoxal, mais z 
il tient à ce que dans chaque cas le nombre 
des images dont on a besoin est fini en vertu 7 
de la réalité des cônes caractéristiques. 
Supposons que la surface cylindrique y. y w 
se réduise au plan yz (z> 0) et œ au plan 
xy (x> 0), c'est à dire que © soit un segment d’un cercle et y un seg: 
ment d’hyperbole. 
Dans ce cas la formule (5) s'écrit 


M, 


X 


\ fc i I CA 
ACTES 2 4)= = ter =] vdo + — re zy do 
(17) s : 3 


UE. I Zi 
T2 dm] Ve, =: ET o Ce = LE 
\ Y 


I 


SEDE 


v 


a 


Or pour éliminer les valeurs de v ou de 8v/dx sur y on | peut se servir de 

la méthode des images. 
Soit M; l’image optique du point M; réfléchi par le plan yz. Menons le 
cône caractéristique qui a 
Min, t M, pour sommet M;. Il décou- 
F4 nt pera sur le plan yz le segment 
pÝ Sc d’hyperbole y et sur la partie 
> du plan xy(x> 0) un seg- 
se sny ment de cercle w. Si nous 
Ty © D appliquons la formule (7), 


transformée convenablement, 
` , 
à l’ensemble des surfaces œ et y on trouvera 


IX = I ; I I dv 
OE- ET OAE o) RE y E S LE 4 4 
2R 22: fy z? a7 vd + 27 Va—e* TR de do ` 


TARIA I jee 
(18) ÈS a More Te cos (nọ) vdy 
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matin tntn matter rrtritiiqnenttrttnité rien ment terme 


p° = (ai + a) + (ri — 7). 


En ajoutant les deux formules (17) et (18) on élimine v dans l’intégrale 
étendue à y, et par soustraction on élimine 8v/8x. La méthode des images con- 
duit donc bien aisément au résultat qu’on cherchait. Passons maintenant au 
cas des images successives. Admettons que la surface y soit constituée par 
les segments d’hyperboles y' et y” découpés par la nappe inférieure du cône 
ayant pour sommet M; sur les demiplans x = O, x = a (a > 0) qui sont au- 
dessus du plan vy. Soit w la partie de la bande du plan xy comprise entre 
les plans x — 0, x = a et renfermée à l’intérieur du cône. 

Dans ce cas la formule (5°) s'écrit 


I 3 I I I dv 
oja = 3e Ta F + 
w w 


ni | I re cos (nọ) vdy BEF SEE : w y 
A PA E ra m a Y (e EEREN 
y’ . y’ 
Zı —2 I Ov Fe 


I © I r I 
mer” fy (ane) pre cpa mg VATT JF a 
y” +1 


Dans cette formule les valeurs 
de v et de êv/èx sur yet yine sont 
/ pas indépendantes, c’est pourquoi 
A Pon peut tâcher d'employer la mé- 
sti "È thode des images pour éliminer les 

4 \ unes ou les autres. 
CHE x A cet effet prenons les images 
de M; par rapport aux plans y’ et y” 
et ensuite les images de ces images par rapport aux mêmes plans, et ainsi de 
suite indéfiniment. Le nombre des images qu’on obtient est évidemment in- 
fini, mais il est intéressant de remarquer qu’il n’est pas nécessaire de les 
employer toutes, car un nombre fini d’entre elles suffit pour la solution du 
problème. Menons les cônes caractéristiques dont les sommets sont les images 
que nous avons construites, et envisageons les nappes inférieures de ces cônes, 
c’est à dire celles qui sont dirigées du côté négatif de l’axe z. Tous les cônes 
dont les sommets ont une distance des plans y” et y” supérieure à z, ne ren- 
contrent ces plans qu’au-dessous du plan w c’est pourquoi il n’est pas néces- 
saire de les envisager. Il est clair donc qu’on pourra éliminer les valeurs de v 
et de êv/èx sur y’ et y” en faisant usage seulement des images qui sont à une 
distance de ces plans inférieure à z,. En employant donc dans ce cas la méthode 
des images, on ne trouvera pas des séries infinies, mais la solution du pro- 

blème sera donnée par un nombre fini de termes. 

Au lieu des trois plans © , y’, y” on peut en avoir cinq, dont quatre sont 
perpendiculaires au plan xy et le rencontrent en formant les côtés d’un rec- 
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tangle. La solution s'obtient toujours de la même manière par un nombre 
fini de termes. Si v s’annulle sur les quatre plans perpendiculaires à xy on 
obtient une solution du problème bien connu des vibrations d’une membrane 
plane, fixée dans un cadre rectangulaire sans avoir besoin de recourir, à des 
séries, mais par des intégrales définies. 


2. On peut chercher à étendre les résultats que nous avons indiqués au 
cas des équations (1) à quatre, cinq, etc. variables. Il suffit pour cela d’envi- 


sager des hyperespaces à 4, 5,::: dimensions. Les cônes caractéristiques ont 
3,4,::: dimensions. Au lieu des surfaces o’, o” il faut envisager des espaces 
à 3,4,°:: dimensions. Tout cela se conçoit très-bien. Mais si l’on passe de 


trois à quatre variables on arrive à un résultat inattendu, c’est à dire que les 
choses au lieu de se compliquer deviennent à un certain point de vue plus 
simples. En effet, on trouve des formules où la valeur de l’intégraie au som- 
met du cône dépend seulement des valeurs de la même fonction et de ses 
dérivées dans les intersections des cônes caractéristiques avec les espaces ana- 
logues aux surfaces 6° et c”. Il n’y a pas deux formules des types (2) et 
(8), mais une seule formule. 
En général, le cas de deux variables excepté, les choses se présentent 
d'une manière différente si l’on a un nombre pair ou si l’on a un nombre 
impair de variables, et le cas le plus simple est celui d’un nombre pair. Tout 
cela lorsque les équations ont une forme aussi simple que les équations (1). 
Si les équations avaient, par exemple, des termes de premier ordre la chose 
changerait. 


3. Nous n'’entrerons pas dans les détails sur ce sujet qui sont très- 
compliquées. Nous renvoyons pour cela aux travaux de M. TEDONE, de 
M. CouLon, de M. D’ADHÉMAR et de M. HADAMARD. Je rapporterai seulement 
les formules qu’on a dans le cas de quatre variables et qui ont été données 
pour la première fois par KIRCHHOFF, qui en a déduit avec rigueur le prin- 
cipe de HUYGHENS. 

Ecrivons l’équation à quatre variables sous la forme 

32 y êy 2v 32y 
(19) m 3e t py tan 
et envisageons x , y , z comme les coordonnées des points de l’espace à 3 dimen- 
sions; ź peut être envisagée comme une quatrième variable, qui dans les que- 
stions de la physique mathématique est le temps. 


o étant le contour de l'espace S à l’intérieur duquel se trouve un point 
M, de coordonnées x, , y, ,2,, on a 


TORAO f)S (rein) S (EE | do, 


47r] (n r Ôn r \ 
Le] 


où r'= VC: — xL? + (Yi —9Ÿ + (2 — 2), n est la normale interne à la 
surface © et les symboles 3f/ən et 3f/ôn représentent par rapport à une 


WWW.rcin.org.pl 


118 X. — Leçons sur l'intégration des équations différentielles, etc. 


fonction f(x,y,2,7r) 


"87 00. PPT KE PL GE ART CR əz 


DA AE T AR T OA dy ən oz On 


en regardant x, y,z,7 comme des variables indépendantes. Si la surface o se 
réduit à une sphèré ayant pour centre le point M,, la formule précédente se 
particularise et devient l'intégrale générale de l'équation (19) donnée par 
POISSON. 


4. Le succès de la méthode de KIRCHHOFF est dû à l’emploi des métho- 
des de GREEN et à l’existence de l'intégrale 


(20) du ne 


de l'équation (19), où f est une fonction arbitraire. Pour toutes les équations 
pour lesquelles existent des intégrales de la même nature, qui n’ont d’autres 
points singuliers que 7 = 0, on peut procéder par des méthodes analogues 
à celles de KIRCHHOFF. 

Voyons si l'équation à trois variables qu’on peut écrire 


27 yes y 27 
9/2  Ox2 3y? 


possède une intégrale de la forme précédente, c’est à dire de la forme 
f(e + ź) où à est une quantité indépendante de é, 


p= Vat O may 
et f est une tonction arbitraire. En posant 


x, — z =p cosa , Y= y = psina 
on trouve l'intégrale 


I I 
Asin— «+ B cos —« 


(21) | ee ee i fe ). 


Il paraît donc tout naturel que, même dans ce cas, on puisse employer 
cette intégrale en suivant les méthodes de KIRCHHOFF. Mais il est facile de 
se persuader que l'intégrale précédente est polydrome. Or les méthodes de 
KIRCHHOFF étant fondées sur celles de GREEN c’est à dire sur le théorème 
de GAUSS, dont nous avons parlé dans la deuxième leçon, on ne peut pas les 
employer dans ce cas. 

Il faut donc recourir à d’autres méthodes ou à d’autres intègrales dans le 
cas de l’équation à trois variables, et cela explique pourquoi les résultats 
étaient plus simples et aussi plus faciles à trouver dans le cas de quatre varia- 
bles que dans celui de trois variables. C’est pourquoi le cas de 4 variables a 
été le premier à être résolut après celui tout à fait élémentaire de deux varia- 
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bles. Nous voyons quel rôle joue la polydromie des intégrales dans le cas des 
équations à caractéristiques réelles par Pexemple très simple que nous avons 
envisagé. 


5. WEIERSTRASS a découvert une méthode pour donner l'intégrale géné- 
rale des équations et des systèmes d'équations aux dérivées partielles à coef- 
ficients constants. Cette méthode a paru maintenant dans les œuvres de 
WEIERSTRASS; mais dès l’année 1881 il Pavait communiquée à M"° KOWA- 
LEWSKI, qui chercha à l’employer pour intégrer les équations des vibrations 
de la lumière dans les milieux biréfringents. 

supposons que 


(22) d(u,v,w)=t 


soit l'équation d'une surface fermée telle que toute droite qui part de Pori- 
gine ne la rencontre que dans un seul point, et supposons qu’on ait 


3 (Kx, Ky, Kz) = KI (x, 7,2). 
Par 


[I (u,v, w) do 


représentons une intégrale étendue à l’espace renfermé entre deux surfaces 
(22) correspondantes aux valeurs Z, et Z de Z, dont la première est constante. 

Les formules fondamentales découvertes par WEIERSTRASS sont les sui- 
vantes. 


Si 
(23) F (x,y,2,t) =D fou v, wf EHu, y +v, i+ w) do 


on a 
TE. © 
D. F = Dife SS (x + u,9+0,2+w)do — DS fpu, y +v, 4 wdo 


pey D,F= Diff uy +o} w)do— DfES E4 4,7 +0, H w)du 
24) ! | PR M ÿ 4 
D, F= Dife seS (œ + uy +0,84 w)do— Diff (x + u, y + 0,2 +w) do 


DeF=Difef(x +4,y+v,2+ w)do, 


où D, est le symbole de dérivation par rapport à «. On calcule de même les 
dérivées successives de F, et l’on tâche de prendre % et ® de manière que les 
dérivées d’un certain ordre vérifient une relation linéaire à coefficients cons- 
tants. On trouve alors une intégrale de l'équation ayant la forme (23) avec 
la fonction arbitraire f. De là on passe à l'intégrale générale. La méthode est 
analogue dans le cas des systèrnes d'équations différentielles. 

Or envisageons la fonction 


dCesviem, D = qu vi) DES), 
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où ® est une fonction arbitraire. On aura les formules suivantes 


=p D'(— 9) + SE D(I— 9) 
24! Dee DS) +R DES) 
pee EE 
| = Du»). 


Comparons les trois premières équations (24) et les trois premières équa- 
tions (24). Les coefficientes de f sous les intégrales des égalités (24) sont 
égaux ct de signe contraire aux coefficients de ® et ®’ dans les égalités (24). 
On ne trouve pas de changement de signe en comparant la dernière des équa- 
tions (24) avec la dernière des équations (24'). 

On en déduit bien aisément la propriété suivante. Posons 

9 4 


ent F 
= LS 4,4% 
Iu”! Quh2 Sous 94/4 hs 


dar 9 y”2 82/3 344 


= Phr hhh > 
ou n” = A, + A, + k, +%4,, on aura 
Finn, =D; "|P f (æ +u,y + v, 2+ w) do 


+ D'[P, f(a +09 + 0,2 Hwdo p+ DSP, f+ u, y +v, z+w)do, 
Das ha ma h, = CTP DOD H Pri DODD +: + Ps, DOD) 


et par suite, si l équation différentielle à coefficients constants 
on V 

(25) BA h, haha hy 7 3q"! ETF 328 aa 

possède une intégrale 

(26) F(x,y,2,i) = Difp (u,v w) f(x +u,y +v, z +w) do 


f étant une fonction arbitraire, équation 
on V 
25) Z(— 1}°—#4 A — #—— 0 
( 5 / ( / hy ħa h3 hy Ju”: az lz 3w? h3 agta 
aura l'intégrale 


(26) Y (u,v, w, =y (u, v, w)® (t — 9), 


ou ® est une fonction arbitraire. Réciproquement si léquation (25°) possède 
l'intégrale (26), ® étant une fonction arbitraire, l'équation (25) aura linté- 
grale (26). 

L'intégrale (26') a la forme de l'intégrale (20), c’est pourquoi en comp- 
tant sur les singularités de ọ pour # = v = w = 0, on pon passer de la mé- 


“ 


thode de WEIERSTRASS à celle de KIRCHHHOFF, c’est à dire des intégrales 


~A 


générales du type POISSON à des formules qui les comprennent. 
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Le même résultat peut s'établir pour les systèmes d'équations différen- 
tielles. | 
Je possédais en 1892 ce théorème lorsque j'étudiais le mémoire de M° 
KOWALEWSKI sur la propagation de la lumière dans les cristaux. Puisqu’elle 
avait cru obtenir par la méthode de WEIERSTRASS les intégrales générales des 
équations de l'optique, je croyais posséder la méthode pour parvenir aux for- 
mules analogues à celles de KIRCHHOFF et pour pouvoir établir le principe de 
HUYGHENS pour les milieux biréfringents. Mais l'emploi de la méthode con- 
duisait à des résultats paradoxaux. D'où provenaient-ils? En voici la raison. 
Les fonctions qui dans ce cas remplacent ® dans les formules sont des fonc- 
tions polydromes du même genre que la fonction polydrome que nous avons 
trouvée dans le $ 18. Il n’était pas facile de s’en apercevoir, car ces fonctions 
sont très compliquées, et elles avaient été étudiées depuis LAMÉ sans que cette 
| propriété ressortit. C’est pourquoi ni la méthode de WEIERSTRASS ni celle de 
KIRCHHOFF n'étaient applicables et les formules de M"° KOWALEWSKI ne don- 
naient pas les intégrales de l’optique. Voilà encore une fois que la rôle des 
fonctions polydromes ressort dans cette question d’ Anaya et de physique 
mathématique. 
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— Sur les vibrations des corps élastiques isotropes. « Acta math. », 1894 [ibid.: III, pp. 19-73]. 

— Sur les équations aux dérivées partielles. «II congrès des mathématiciens », 1900 [in questo 

vol.: II, pp. 12-13]. 

— Note on the application of the method of imagines to problems of vibrations. « London M ath. 
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COULON, Sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du second ordre par la méthode 
des caractéristiques. Thèse 1902. 
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D'ADHÉMAR, Sur une classe d'équations aux dérivées partielles du second ordre, du type hyper- 
bolique à 3 ou 4 variables indépendantes, Thèse 1904. 
HADAMARD, Leçons sur la propagation des ondes et les équations de l’hydrodinamique, Paris 


1903. 
— Recherches sur les solutions fondamentales et l'intégration des équations linéaires aux déri- 


ves partielles, « Ann. de l’Ecole normale de Paris », 1903-1905. 

— Théorie des équations linéaires hyperboliques et le problème de Cauchy («Acta Mathe- 
matica », vol. XXXI). Sur l'intégrale résiduelle. (« Bulletin de la Société Math. de 
France », vol. XXVIII). 

Dans une note que j'ai présentée au Congrés des Mathématiciens en 1908 (V. VOLTERRA, 
Sull'applicazione del principio delle immagini alle equazioni di tipo iperbolico (« Atti 
del IV Congresso internazionale dei Matematici», vol. II, Sezione I, Analisi, Roma 
1909), jai étendu le principe des images, pour les équations hyperboliques, du cas des 
plans au cas des hyperboloïdes. 


roième leçon. 


1. Nous avons jusqu’à présent examiné quelques équations du type 
elliptique et du type hyperbolique. Nous parvenons maintenant aux équa- 
tions du type parabolique. 

L'équation de la propagation de la chaleur appartient à ce type. Fou- 
RIER, POISSON, LAPLACE, pour ne citer que les plus anciens, ont consacré 
de profondes études à cette équation. Tout le monde sait que les méthodes 
introduites par FOURIER sont devenues classiques et ont formé le point de 
départ, la base et le modèle de bien des recherches de l’analyse et de la 
physique mathématique. 

Plus récemment on a introduit dans la théorie de la propagation de la 
chaleur des méthodes qui se rattachent à celles de GREEN. BETTI a consacré 
un très beau mémoire à cette étude, sans cependant recourir à la notion des 
caractéristiques. APPEL et BOUSSINESQ ont profondément examiné par des 
concepts plus modernes encore bien des questions qui s’y rapportent. 

Mais à mon avis pour les équations du type parabolique on n’est pas si 
avancé que pour les équations des autres types que nous avons examinées 
dans les leçons précédentes. 


2. Nous allons envisager l'équation la plus simple possible 


ou 02 y 
(1) ni 


Le rôle des deux variables ż et z est très-différent, ce qu’on comprend dès 
le premier abord, car l’équation différentielle est de premier ordre par rap- 
port à ź et de deuxième ordre per rapport à z., 

POISSON a bien mis en lumière ce fait par un résultat sur lequel il a 
insisté beaucoup en y revenant plusieurs fois dans ses différents ouvrages. 

Nous allons l’exposer en empruntant à peu près les termes de son livre 
sur la théorie mathématique de la chaleur. 
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Si nous essayons de développer # dans une série de puissance de ź— %, 
h étant une quantité constante, nous trouvons, en calculant de proche en 
proche les coefficients, 


(2) u = @ (2) + (1 SA h: Ta = LAS + G — h)" puri A 
où ọ représente une fonction arbitraire. Si Pon fait = %, on a 


u = (2). 


ọ (2) est donc la fonction à laquelle se réduit # pour { = 4. Au contraire si 
nous développons # par les puissances de z — #, on trouvera par la même 
méthode 


=k d gp dy — kyan dn 
| =O +6 F7 + A JA +E = a SE 


(3) 


| (2— 4) Ed (at da 
ER MES k A AEE in 


où 4 (A et F (Z) sont des fonctions arbitraires. 
En faisant z = on trouve 


CR TORRES 10) 


donc 4 (Z) et F (Z) représentent les valeurs de # et êw/èz pour z = 4. 

Or il est facile de prouver que la même intégrale peut se mettre sous la 
forme (2) ou la forme (3). Il suffit pour cela de développer ọ (z) dans une sé- 
rie de puissances de z — Å et yọ (z) et W (f) en des séries de puissances de 
t— h. 

En posant 


Q (2) = æo + 4, (G— k) +2 e kY. +. ++ eA +.. 


on trouvera en comparant les coefficients dans les formules (2) et (3) 


HO = a+ a (tA) H À Et Eee G — 4)" + 


Ek aa (bre Aei 4)" en evo antt (p A)" + 


On voit donc que la même intégrale peut s'écrire avec une ou avec 
deux fonctions arbitraires de deux manières complètement équivalentes. 

POISSON a ensuite transformé les deux intégrales en les exprimant par 
des intégrales définies. Il écrit intégrale (2) sous la forme 


ZE- 
e ~ 4€=A) 


zt 
2’) Ana a Oaa 
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et l'intégrale (3) sous la forme 


(a— k) état N (2—4) AdE 
(2, t) = ri Vic +46) 
(3) (2,8) = hl (+: CRD 3 Y( Le (+ Tieréliee 
où 
I= -J28 e" dE 
WFE’ 


c étant une constante réelle qui n’est pas nulle. 

Après POISSON, SCHLAEFLI est revenu là dessus en exprimant les mêmes 
intégrales sous des formes différentes dans un très beau mémoire inséré dans 
le T. 72 du Journal de CRELLE: 


3. Cela posé voyons ce qu’on peut tirer des méthodes qui ont été le 
plus puissantes dans le cas des équations que nous avons envisagées dans les 
leçons précédentes. Il est évident que ces méthodes sont celles de GREEN, 
mais où l’on introduit la notion des caractéristiques par les méthodes de 
RIEMANN. 

Il n'y a pas de difficultés à procéder par une voie tout à fait analogue 
dans notre cas. 

On peut évidemment commencer par envisager une équation plus géné- 
rale de l'équation (1), c’est à dire 


, 2? u Ou 
(1°) a a m 


Les caractéristiques de léquation (1°) sont des lignes parallèles laxe z 
(voir la leçon 8m. & 5). 

Prenons la direction de l’axe ż de la gauche à la droite. Alors chaque 
caractéristique partage le plan en deux domaines qu'on peut appelér le 
domaine de gauche et celui de droite. 

Il est facile de démontrer le théorème: 

Soit s une courbe ouverte dont les deux bouts À, 

B se trouvent sur une caractéristique, et qui renfer- 
me avec cette caractéristique une aire 6 située à gauche 
de celleci. Si nous connaissons u sur s et f (z, t) à lin- 
térieur de l'aire o, u sera déterminée dans tous les 
points de o. 
La démonstration est très-simple et du même type 
des démonstrations des théorèmes analogues qu’on a 
dans les autres théories. En effet, si x, et #, sont des 
fonctions qui vérifient léquation (1) et qui prennent les mêmes valeurs sur 
$s, on calcule leur différence #, = #, — u, qui vérifiera l’équation (1) et qui 
sera nulle sur s. 
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Par les transformations bien connues des intégrales on tire de là que 


o= fokt jé jna fée 


où / est la partie de la caractéristique comprise entre les points A, B. 

C’est pourquoi #, sera nulle dans l’aire o et par suite #, = #,. Donc il 
n'y a pas deux fonctions différentes qui satisfont aux conditions que nous 
avons posées, et on a par là la démonstration du théorème que nous avons 
énoncé. 

Il faut maintenant remarquer que les raisonnements que nous venons 
de faire ne pourraient pas être répétés si l’on supposait que la courbe s était 
à droite de la ligne caractéristique, et par suite il n’y a pas une symétrie des 
propriétés des intégrales de l’équation différentielle des deux côtés de chaque 
caractéristiques, comme d'autre part il était facile de prévoir. 

4. On peut donner une formule tout à fait analogue à la formule de 
GREEN en envisagcant avec l'équation (1') son adjointe 


(4) +R =g e,t). 


Alors en trouve: 


(5) — fof — ug) do = flle len — Z) COS NZ — uv COS nt ds + fw dl, 
4 i 


s 
n étant la normale à la ligne s dirigée vers l’intérieur de 6. 

Or la fonction qui joue le rôle principal dans cette théorie est, comme il 
est bien connu, l'intégrale suivante de l’équation (4) 
où l'on suppose g = 0 


t; >t et z, étant des valeurs constantes. Le radical est 
supposé positif. Prenons le point M,, de coordonnées 
f; , Z, à droite de la caractéristique Z. Remplaçons cette 
valeur de v dans l'équation où l’on suppose g = o 
puis faisons approcher M, de la ligne caractéristique. 

À ce point il faut rappeler un théorème bien connu d'analyse. F (z) étant 
une fonction continue et finie et >z on a 


g" 


2 — 
\ DE e A (F(z)2Vx 
\ FRE I JE 
(T) lim VASE e 4 Op (2) dz = ) j | 
m=i] Vht lo. 

Il faut prendre la second membre égal à 2yr F (2) si z est comprise 
entre 3° et z”, et il faut le prendre égal o si z, n’est pas comprise entre les 
valeurs z’ et z”. 
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On suppose que le radical qui paraît sous l'intégrale soit positif. S'il 
était négatif le second membre changerait de signe. 

Deux cas pourront donc se présenter. Si le point M, s'approche d’un 
point M compris entre À et B on aura 


lim fwv dl 


égale à la valeur de la fonction u dans le point M’. Si au contraire il s'approche 
d’un point M” qui n’est pas compris entre A et B la même limite est nulle. 
On tire de là les deux formules suivantes 


aerma? 


i fe 4679 
ps Je prar 
(ss) 


(6) i tra 
(6) er FT F reri an 
où = ż, est l'équation de la caractéristique /. Le premier cas se présente 

lorsque le point z,,4 est compris entre A et B et le 
: second cas lorsqu'il est externe. 

Dans cette formule, comme dans toutes les for- 
mules analogues que lon trouve par les procédés de 
GREEN (cfr. le § 3 de la 8e leçon), la valeur de 
l'intégrale au point z,,/, est donnée par les valeurs 
de l'intégrale même et de ses dérivées sur la ligne s. 
Or, comme nous avons vu ($ 3), il est nécessaire 
de connaître les seules valeurs de # sur Z pour la 

déterminer dans 6, c’est pourquoi il y a dans la formule précédente la quan- 
tité 94/8: qu'il faut éliminer. Elle s ’élimine d'elle-même sur tout partie CD 
de la ligne s qui est un segment de droite parallèle à laxe z, car sur CD 


E LT 


S — u pE | cos ns — u cos nt | ds 


» 


u (2, ha 


t 


on a cos #3 = O. Ainsi, si les points À, B s'éloignent indéfiniment dans la 
direction positivé et négative de z de manière que la ligne s devienne la 
parallèle ż = % à l’axe z, la quantité ðujəz est complètement éliminée. 
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Alors si nous posons dans la formule.(6) f = o elle devient la formule (2”) 
de PoissoN. En effet elle exprime la valeur de x par les valeurs de cette inté- 
grale pour $ = 4. 


5. Les valeurs de 4/82 sur s peuvent s’éliminer aussi en d’autres cas. Nous 
allons démontrer qu’elles peuvent s’éliminer 
sur toute partie CD de s qui est un seg- 
ment de ligne droite telle que toute laire y, 
c est située d’un coté de cette droite. Pre- 
nons en effet le point M” symétrique du 
point M’ par rapport au point E. M’ étant 
interne au segment AB ,M” sera externe. 
C’est pourquoi, si 2, , Z, sont les coordonnées 
de M et z,,7, celles de M", en remplaçant 
dans la formule (6) z, par z, on passe à la 
formule (6'). 

Le premier membre peut se décomposer t 
en deux parties, l'intégrale qui est étendue | 
à CD et toute la partie résiduelle. En appelant I cette dernière, on aura 


\ 


M's t) 


_Gr =s}? 
e mA 


LS Een | a 
2Vr) Lies 


[u La Es 
əz 2 (#1 — 6) 


| cos ne — u cos nt | ds = u (2, , t) 


I (=s 
e SET) ou  : La — £ 


LA I de 4 AE 04 Vas Re à 
əz 7 2 (fz — À) 


2Vr V4 —1 


[cos #2 — u cos nt | ds = o, 


où I et I” sont les valeurs de I si l’on se rapporte respectivement aux points 
M' et M”. Ajoutons la première équation à la seconde après avoir multiplié 
celle-ci par une quantité constante — +. Le second membre sera u 0 7) 
et dans le premier membre le coefficient de êy/z sous l'intégrale deviendra 


tusts sé 62? +e 
e 4U1—4) —_p 41 —0) ) D me: 9 ds. 
Va —+ 
Pour éliminer è/2z le long de l’intégrale étendue à CD il suffit d'annuler 
ce coefficient. Posons donc 


(2x SR. a (z2 — z)? d 
4 (fı — 1) 4 (41 —ż) i 
On tire de là en appelant z, la coordonnée du point E et 4 la longueur M’ M” 


Ze ——2Z Ze 


hi A 
Mais la droite CD passe par le point E; c’est pourquoi son équation est 


eT n i 
fi =í 


= x, 


x étant une quantité constante. 
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Il suffit donc de prendre 


pour faire l'élimination de êu/8z. 

La méthode qu’on a suivie est bien une méthode des images, car on peut 
appeler le point M” l’image du point M’ par rapport au point E. 

Si la ligne s est formée de plusieurs droites on peut appliquer dans cer- 
tains cas le principe des images successives pour 
éliminer êy/èz sur toute la ligne s. 

Soit s formée par trois droites AC , CD , DB 
dont CD est parallèle à z, alors la méthode peut 
servir pour tout point M’ d’une manière très sim- 
ple. L'on trouve dans ce cas un nombre infini 
d'images. 


6. Ce que nous avons exposé jusqu'ici nous 
prouve qu’une méthode tout à fait analogue à 
celle qu’on emploie dans le cas des équations du 
type hyperbolique peut être aussi employée dans 
celui des équations du type parabolique, en tenant compte des lignes carac- 
téristiques. l 

Cependant nous pouvons bien facilement nous convaincre que par cette 
méthode on n’épuise pas les propriétés les plus importantes de ľéquation (1°), 
et que la méthode même est impuissante à nous en dévoiler les plus cachées. 

En effet nous avons montré des le 2ème paragraphe le résultat obtenu par 
PoIssoN, c'est à dire que l'intégrale générale de l'équation (1) peut s’expri- 
mer par une fonction arbitraire ou par deux fonctions arbitraires. Or la for- 
mule (6) peut nous conduire à l'intégrale (2), comme nous avons déjà vu, 
mais elle ne nous amène pas à l'intégrale (3). Même en tâchant de faire coïn- 
cider la ligne s avec l'axe des z on n'arrive pas à cette formule. 

On serait conduit à cette conclusion, que les équations du type paraboli- 
que n'offrent pas de prise aux méthodes modernes d’une manière complète, 
et que par exemple les anciennes méthodes de POISSON nous disent davantage. 
Il semble donc que les méthodes modernes peuvent nous donner l'explication 
d’un gran nombre de faits, mais tous les faits connus semblent ne pas res- 
sortir d'elles: 

Malgré cela nous allons voir que cette impuissance n'est qu’apparente 
et que nous pouvons réunir dans un ensemble unique tous les faits et par une 
seule formule embrasser toutes les formules connues. Pour rejoindre le but il 
n’y a qu’à aborder les nouvelles méthodes avec une conception nouvelle, c’est 
a dire en les étendant aux variables complexes, ce qu’on n'avait pas fait ju- 
squ’à présent. L’équation (1°) se prête avec beaucoup de facilité à cette géné- 
ralisation, car elle mà que deux variables z et /, et si nous posons # = x + 7y 
en regardant x,y,z comme les coordonnées des points de l’espace, on pourra 
se servir des images géométriques dans un domaine à trois dimensions. 
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Envisageons une fois encore la fonction qui joue le rôle principal dans 
ces recherches, c’est à dire n y ooti 


ME: +2) 
e 4 (tı —0 


(7) Se 


Nous verrons, dans la leçon suivante que c’est la polydromie de cette fonction 
qui a l'importance la plus grande dans tous les résultats que nous allons 
obtenir. Cette fonction est en effet polydrome par rapport à la variable z. 
Or cette polydromie ne peut pas ressortir si on n’envisage pas / comme une 
variable complexe. C’est pourquoi toute la théorie que nous avons développée 
qui était bâtie en dehors de cette propriété était justement incomplète. 


rème Jeçon. 


1. La première question qui se pose est de voir si l’on peut étendre dans 
les intégrales de l’équation (1) de la leçon 1oïme la variabilité de 7, c’est à 
dire si l’on peut la regarder comme un nombre complexe. A cet effet consi- 
dérons les intégrales de l'équation (1) qui est plus simple que l’autre. Il est 
facile de démontrer, et d'autre part la chose est connue, qu'elles ne sont 
pas en général des fonctions analytiques de £. 

Pour s’en persuader d’une manière tout à fait élémentaire prenons la 
fonction 


u (2,2) = -f TRGO 


où ọ (č) est une fonction finie et intégrable. Si ọ(#) est définie dans le 
domaine (0 , æ) on voit aisément que u (z, £) 
est définie pour toutes les valeurs positi- 
ves de z à l’intérieur de la bande X, limi- 
tée par laxe 7, laxe z et la droite t = a. 

On vérifie qu’à l’intérieur de ce do- 
maine #(z,/) est une fonction continue, 
que les dérivées 3°4/82* et 8u/8t sont déter- 
minées et que l’on a 


Re 7. 


Cela posé, si nous prolongeons  (£) 
entre a et 24, alors u (z , £) pourra se pro- 
longer à l’intérieur de la bande £, comprise entre l’axe / et les droites # = a, 


Dans le domaine formé par l’ensemble des points internes aux bandes 5, 
et Z,,u(z,f) sera continue et vériñiera l'équation (1). Mais puisque le pro- 
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longement de (č) peut se faire avec la seule condition qu’elle soit finie 
et intégrable et que d’autre part elle est tout à fait arbitraire, il s’en suit 
que les valeurs de w en ZX, pourront être changées, celles en X, restant 
toujours les mêmes. 

Si par exemple nous prenons d’abord ọ (£) = o dans l'intervalle (a , 2 a) 
et après ọ (É) = 1, les valeurs de # (z , £) en 2, seront changées. Cela prouve 
que u (z, ¿æ n’est pas en général une fonction analytique de ż. 


2. Il faudra donc poser comme une condition nouvelle que l'intégrale 
de l'équation (1) soit une fonction analytique de 7; et de même si nous envi- 
sageons l'équation (1'), il faudra poser deux conditions, c’est à dire que f 
et u soient des fonctions analytiques de 4 = x + îy. 

Supposons aussi, en ayant égard à l'équation adjointe (4), queg et v 
soient des fonctions analytiques de 4 = x + îy. 

Nous écrirons alors 


u (z, t) =u(x,y,2) SE, =f(x,y,s) 
v(z, t) =v(x,y,2) g@G, 0 =g(x,y,:) 


et l’on regardera x, y , z comme les coordonnées des points de l’espace, Il est 
évident que u, v,f,g seront en général des quantités complexes et on aura 


8 Aarti LE à, fe a, ti CODE OR 
(8) FE ec Ap Ee, LS DIUR SPORE, 


Posons 
du Ov .[. Ou 
A a O a oi A 
et, en prenant une surface o- ayant deux faces distinctes et pour contour la 
ligne s, appliquons le théorème de STOKES (2iè" leçon § 2) en supposant que 
toutes les quantités précédentes soient finies, continues et monodromes sur 
la surface o. 
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On aura . 


ƏZ 9Y oX oZ IY IX 
AMZ D. aA NGON (or aE SED e Tay) 8 ns 
o 


= f(Xdr + Yay 4 Zds) 


do 


(9) 


Or on a bien aisément en vertu des relations (8) et des équations (1') 
et (4) 


ðZ IY : : 
P = — iuf + iug 
ox 9Z 
i Sr ds: f—ug 
9Y IX 
x 3y x 
par suite l'égalité (9) deviendra 
j 2 ê ; | 
+ fa ug) (cos nx + ï cos ny) do = f (e -< — u Se) (dx + idy) + uv ds|, 
x cest à dire 
ə 9 8 
(10) yf) do = [|(v SE —u Da + uvds] 
o s 


3. Cela posé supposons que dans tout le domaine à trois dimensions que 
nous envisageons #, f soient finies, continues et monodromes. Prenons 


Lis 

e 4U—40) 
11) V = ——————— g= O 
( / Va = , , 


étant %4 = x, + iyo. 


~“ 


Si la droite x = xs; y = y, rencontre la surface, o, la formule (10) n’est 
pas applicable, car pour x = x, , y = y, la fonction v a une singularité. Mais 
elle n’est pas applicable en d’autres cas où la même droite ne rencontre pas la 
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surface. En effet supposons que la surface soit limitée par deux lignes, et qu’en 
conséquence le contour s soit formé de deux parties, et supposons aussi que la 
droite x = %o, Y = y, passe au milieu du bord interne de la surface, et que 
par suite on puisse parcourir sur la surface un cycle fermé c autour de la 
droite. Même dans ce cas la formule ne sera pas applicable, car v sera poly- 
drome sur la surface à cause du radical qui paraît dans le dénominateur. En 
parcourant le cycle c et en prenant les valeurs de v qui se suivent avec 
continuité on reviendra au point de départ avec la valeur initiale changée de 
signe. 


Fig. Ÿ’. 


Donc la formule (10) n’est applicable, en prenant v donné par la 
formule (11), que si aucun cycle fermé sur la surface n’entoure la droite 
xX = Xo, Y = Y et si en même temps cette droite ne rencontre pas la surface. 
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Le contour étant formé par une seule ligne continue et fermée, il suffit 
évidemment de la seconde condition, pour que la première soit aussi satisfaite. 


4. Prenons maintenant (fig. 4) un contour s formé par une seule ligne 
continue, constituée par la courbe MNP et par la courbe M’ N’ P’ reliées 
entre elles par les droites PP’ et M M’ parallèles à l’axe z. 

La ligne MNPP'N'M'M sera une ligne continue. Les flèches indi- 
quent comment il faut la parcourir. Supposons que nous menions une surface 
o ayant pour contour cette ligne, et ensuite faisons approcher les deux bords 
MM'et PP’ d'une même droite HH’ du plan xz parallèle à laxe z de ma- 
nière qu'ils se disposent le long de cette droite. Mais en même temps supposons 
que si certaines parties des deux bords se superposent, comme il arrive dans 
la fig. 6, les deux bords restent toujours distingués comme les bords d’une 
coupure, et qu'on doive les parcourir en sens opposé. La même chose est 
indiquée dans la fig. 4’ où les dispositions sont changées. Les flèches dési- 
gnent toujours la manière de parcourir le contour. On peut donc regarder 
toujours la surface o comme limitée par un contour formé par la ligne conti- 
nue et fermée MNPP'N'M'M. | 

La ligne HH’ ayant pour équation 


TX; A Y =0O, 
menons une droite parallèle KK’ dans le plan xz ayant pour équation 
CR PR AN DRE ya = 
qui ne rencontre pas la surface 6. Alors on pourra appliquer la formule (10), 


et l’on trouvera en remarquant que g = O 


; ĉu Va 
| (os, An eh Ta) dt + uva, dz| + | 


MNP PNM’ 


(ra, ta — u M ^) dt -|- UVA, dz 


zZ 


+ fuv, dz + [uva dz = fonts do, 


PP’ MİM 6 


(3—2;) 
4(X%9—t) 


Vxe —1 


où l’on a désigné par VA, la fonction £ , À, étant le point de coordon- 


nées £o y O 2. 


5. On peut maintenant distinguer deux cas. Projetons la surface o sur 
le plan xy. Dans les figures nous avons désigné la projection par laire 
hachée. Le point x. ,0 du plan xy peut se trouver entouré par la projection 
(fig. #) ou peut ne pas être entouré par elle (fig. 4’). 

Puisque la fonction v est polydrome et qu’elle change de signe en parcou- 
rant un cycle autour de la droite x = x, , y = 0, les choses seront différentes 
dans les deux cas. Les valeurs de v dans ies points de la droite H H’ sont 
réelles. Prenons ces valeurs positives sur P'P, alors . 
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dans /e premier cas les valeurs de v seront nègatives sur MM, 
dans Ze second cas les valeurs de v seront positives sur M M’. 

Or déplaçons le point A, sur A, A, parallèle à l’axe x en l’approchant 
indéfiniment du point A, sur la droite HH’, et supposons que la droite KK’ 
se déplace avec A, en restant parallèle à l'axe z, et supposons aussi qu’en se 
déplaçant elle ne rencontre jamais la surface o. 

Cherchons les limites de : ` 


[uva de ee [uva de. 
PP’ | MM’ 
Il suffit pour cela de faire usage de la formule (I) qu’on a déjà employée 
dans le $ 4 de la roime leçon. Puisque va, est positif sur PP’ on aura 


lim f uva, ds = 2 zu CAD 
É PP’ 
si le point À, est compris entre les points P.P et si le segment PP’ a la 
direction positive de l’axe z. On aura au contraire 


lim [uvs, dz = —2 Vru CAT 
PP’ 
si le point A, est compris entre les points P, P' et si le segment PP’ a la 
direction négative de l’axe z. Enfin on aura 


lim fus, dz =0, 
PP 

si le point A, est externe au segment PP’. (C'est le dernier cas qui se pré- 
sente dans les figures å et #', mais on imagine tout de suite comment il fau- 
drait dessiner les figures pour que les autres cas se présentent). 

Les trois formules précédentes peuvent se réunir en une seule en repré- 
sentant par le symbole (p) le numéro + 1 selon que le segment A,P a la di- 
rection positive ou négative de z. On aura-alors 


lim fuva, dz = [(p') je (HN VT u (t; , 2). 


PP’ 


Si nous étendons la signification du symbole (#), et si nons supposons 
qu'il représente o, si A, coïncide avec P, alors la formule précédente nous 
donne la limite de l'intégrale même dans le cas où A, coïncide avec l’un 
des points P ou P’. 

Passons maintenant à 

lim Í UUA, dz; 
i M'M 
si le point x , O est entouré par la projection (1° cas), on a que va, est négatif 
sur MM’, c'est pourquoi 


lim f uva, Ua Le) — (m Y] Vru (t, 2). 
M'M 
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Si le point x,,0 n’est pas entouré par la projection (2i" cas) va, est 
positif sur MM’ et par suite . 


lim fuv, dz = (on) — (m")] Vru 25): 


Les deux formules peuvent se réunir en une seule en indiquant par le 
symbole (e) le numero + 1 selon que la projection entoure ou n'entoure pas 
le point x,,0 et l’on aura 


lim | uva, de = —(e) [(m) — (m')]. 
M'M 


Donc 


lim | fun, da + f uva de] = {KØ — CD) + O L) — (m) Vue H, 2), 


pp’ M'M 


d’où l’on tire, en posant 
(LP) — CAN + Ce) LG) — n) } Va = A, 
| hu (t 3) = lim (fra 3 de eNi (ou — u 0) de + UUA, ds , 
D mNP 


| i 


Cette formule est la plus générale possible et comprend toutes les autres. 
Il n’y a qu’à la particulariser pour déduire toutes les formules de la théorie. 


|en à =- u he ) ds + au, del): 


5. Supposons d’abord que le second 
_ cas se présente. Alors on peut très bien 
imaginer que les lignes MNP et M'N'P' 
appartiennent au plan xz de manière que 
o soit une partie du plan, et l’on peut 
supposer que la ligne M’N'P' se rétré- 
cisse indéfiniment de sorte quelle se ré- 
duise à un point. Alors dans la formule 
(II) l'intégrale étendue à M'N'P’ s’an- 
nulle, et elle conduit aux formules (6) 
ct (6°) dont la première nous amène à la 
formule (2') de Poisson. 


6. Soit M'N'P' une courbe apparte- 
nant au plan parallèle à xy mené par A,, 
alors on démontre facilement que la li- 
mite de l'intégrale étendue à la ligne 
M'N'P' dans la formule (II) est nulle. En même temps on a (m) = (y) = 6, 


K 
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par suite la formule (II) devient Qi | 
Le 2 tl AELE E cv | 
LA) + Ce) (m) Vrut) = lim) | (op 3 — u E de + no, de 
EE T MNP.. , j 
+ fe PE: à do l. 
Si M et P coïncident on a (m) = (p), donc 


(m) li +O Vru y=] f ho, À 0 À 
i °° MNP | à |: 


a] dt + uv, „d! 


Dans le second cas où (e) = — 1 le premier membre est toujours nul. 
Envisageons le second cas où (e) = 1. Alors pds 


2 (m) Vru(é,,3)= lim MO ir Tho) dt + uv, ,#]- Los fs do! 


MNP | 6 


` 


Supposons maintenant que la courbe MNP appartienne à un plan paral- 


lèle à xy, alors dz — o sur la courbe, et l’on a 


2 (m) Vru (Giad " lim} | eue u - vA =) a —- ses PE 


cz 


Si f =o la formule se réduit encore et devient 


x P ER: ; cu Va 
2 (m) V7 u(t,,2:)= lim | (o,, ue )dt| . 
MNP 


Enfin si nous prenons pour MNP un cercle ayant le centre sur l'axe 
x la formule précédente devient là formule (3) de POISSON. 

De même les formules de SCHLAEFLI peuvent se déduire comme cas par- 
ticuliers de celles que nous avons données. 

Il faut remarquer que toutes ces formules se rattachent au premier cas, 
c'est à dire à celui où la projection de la surface c entoure le point xo, O. 
Or cela ne peut arriver que si l’on suppose que la courbe MNM’ n’appar- 
tient pas au plan xz. Il fallait donc sortir des valeurs réelles de 4 pour trou- 
ver ces formules, et c’est justement ce que nous avons fait. Ce n’est qu’en 
sortant du domaine réel et en pénétrant dans le domaine complexe que la 
polydromie de la fonction (7) a pu jouer son rôle, car la polydromie ne ressort 
qu'en pararam des cycles autour, de la droite KK’. Nous avons mis en 
lumière qu’ à cette polydromie se rattache tout bis succès de la méthode nou- 
velle qu'on a employée. t 


8. Nous finirons en donnant une application de la formule de POISSON, ce 


qui nous amènera à revenir sur un point auquel nous avons touché dans la 
8ème leçon ($:1). Nous avons dit qu’il y avait des problèmes de la théorie des 
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ondes qui ne ressortent pas des équations du type hyperbolique. Ce sont les 
problèmes des ondes des liquides incompressibles. Si Pon envisage le cas le 
plus général des petites vibrations des liquides assujettis à des forces quelcon- 
ques ayant un potentiel, on trouve que le problème se réduit à trouver une 
fonction V harmonique dans le domaine S occupé par le liquide qui le long 
de la surface libre œ du liquide vérifie l’équation 

aV aay 


on. anla 


et sur les parois rigides o qui renferment le liquide vérifie l'équation èV /ðn = 0, 
n étant la normale au contour dirigée vers l’intérieur de l’espace S, œ une 
quantité positive, # le temps. 

Le problème dépend de l'équation différentielle de LAPLACE 


AV =.0, 


car V doit être harmonique. Il est donc rattaché à une équation du type 
elliptique. Ce sont les conditions le long de la partie © du contour qui déter- 
minent le caractère ondulatoire du mouvement. 

Or on démontre que V est déterminée si l’on connait les valeurs Vs et 
(3V èt) = Vo de V et de 8V/8f sur w pour ż = o. On peut aussi donner une 
méthode générale pour résoudre le problème. Soit Ua (x, y,2,f) une fonc- 
tion harmonique régulière de x , y, z dans le domaine S, excepté dans le point 
A de coordonnées x, , y, ,z, où l’on a 


Uyn =E HWE Din VD TON EG 


Wa (x , y , z, £) étant une fonction régulière. Si nous supposons que sur w soit 
vérifiée légalité 


SU, AU, 
on 242 
et sur c 
eU 
A 
——— = 0 


et pour ż = 7, sur w U4 et 8U4\/8/ soient nulles, alors on aura 


(12) | Ve, Vis, 1) = -5 dn. E —v. (52) | Léo, 


(Ua) et (@Ua/e), désignant les valeurs de Ua et 8Ua/& pour 4 = o. Cette 
formule sert pour reconduire le problème de déterminer V à celui de trouver 
Ua, c'est à dire à déterminer une fonction qui à certains points de vue est 
analogue à la fonction de GREEN. 

9. Mais laissons de côté la théorie générale qui nous conduirait trop loin, 
et envisageons le cas où le liquide occupe un domaine sphérique et où w est 
toute la surface de la sphère. Supposons aussi que « soit constante de sorte 
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que l’on puisse prendre œ = 1. Alors sur la surface de la sphère on aura 
Vr = è? VJèf, r étant le rayon vecteur conduit par le centre de la sphère. 
Posons log 7 = p, et supposons que le rayon de la sphère soit égal 1. Alors 
l'équation précédente pourra s’écrire 
2 

(13) A E S } 

Cela posé, 7,0, étant les coordonnées polaires, soient V, (7,0 ,®) et 
Vo (r,0,) les fonctions harmoniques à l'interieur de la sphère qui sur la sur- 
face de la sphère deviennent égales aux valeurs V, et V, données de V et de 
2V/èt pour 4 == o sur la surface même. On pourra aussi les considérer comme 
des fonctions de p,0 , ọ et l’on écrira V,(p,0 ,®@), Vo (e, 0, p). Regardons 0 et 
comme des quantités constantes, et déterminons par la formule de POISSON 
l'intégrale de l’équation (13) qui pour 4 = o se réduit à V,(p,0 ,®) et dont 
la dérivée par rapport à 4 pour 4 — o se réduit V,(p,0 ,®@). Appelons cette 
intégrale V (p,0,®@,7). On voit facilement qu’elle est la fonction qu’on veut 
déterminer. 

En effet on aura 
(14) A° ~ = EA . 

Mais i 

Aa VT TAN) 
pp 72 êp ; 
par suite l'équation (14) s'écrit | 
(2 AV) (AV 

Us) D aa 
Or AV pour 4 = o devient 7°A°V,—o et à (7° A? V)/èr pour { = o devient 
A V,= 0: par suite 7° A? V = o. Donc V est harmonique, vérifie l’équation 
— ôV ət = & V|% à la surface de la sphère et en même temps V et əV/èżt 
pour {4 = o prennent à la surface de la sphère les valeurs données, comme 
il fallait démontrer. Il est facile de vérifier que V est régulière au centre 
de la sphère. Le problème est donc résolu. 

On pourrait aussi se servir de cette méthode pour calculer la fonction Ua 
analogue à la fonction de GREEN et calculer ensuite V par la formule (12). 
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PICCIATI, BOGGIO, etc. 

Dans mon cours de l’Université de Rome en 1909-10 j'ai calculé effectivement la fon- 
ction Ua (11° leçon, $ 14) dans le cas dé la sphère de rayon R et de «æ constant, en faisant 
usage de la méthode des images. C’est pourquoi je développe Ua dans une série 


i E PIN i à Ji à 


1-2 4! Gars" 


On trouve: 


r,, étant la distance du point x,y,z au point image A’ de A par rapport à la sphère, 
Z la distance de A du centre, On a après: 
dao Jaz 


= a , a ereke ‘4 


ọ étant le rayon vecteur. 

La méthode des images donne aussi la solution si le fluide occupe l’espace compris dans 
une demisphère, le plan diamétral étant-rigide, et en d’autrés cas analogues, faciles à 
reconnaitre. 


NOTE ADDITIONNELLE À LA sième LEÇON. 


COMMUNICATION FAITE LE SOIR DU 2 MARS. 


1. Rappelons la formule bien connue de trigonométrie 


sin (« + ßB) = sin «& cos B + sin B cos x; 
on peut en tirer que si 


(1) sin & cos B + sin ß cos « = const. 


on doit avoir 
a + B = const. 


A^ 


Posons maintenant 


jpt kil = ; 
Di keis F7 
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l'équation (1) s'écrira 

(2) x Vi» +y VI = = const. 
Donc si cette égalité est vérifiée on doit avoir 

i y 


(3) | je p sr T. = = const. 


Rapportons-nous à deux axes coordonnés <x ,¿ y, et soit s un arc de la courbe ayant pour 
équation (2), M un point de la courbe, M; et M, ses projections sur 
les axes; alors OM; et OM seront les amplitudes des deux inté- 
grales qui paraissent dans la formule (3). 

| Le théorème de trigométrie peut s’énoncer en disant: si on 
déplace le point M sur la courbe s, la somme dex intégrales 


f dx tot 
sans Mare 


étendues respectivement à OM; et OM est constante. 


0 


` 


2. Passons à une extension de ce théorème au cas de trois 
variables. Ænvisageons les trois intégrales 


(2) ii La B o e dz dx Jf 2? 
É Rare ed LB € Eur dd KA 
Zeij tp HE Siy +P: | Bata pa bs ya Es + Be Free +0 tae F Bs 


où br, 02, 03; Br, B2, B3; A, uy v sont des quantités constantes et A + u => y =0. Prenons la 
surface algébrique ayant pour équation par rapport aux axes coordonnés x , y ,z 


(5) ne |$ — F9 + Ba tw Pakat Ba + ve hi ya — Š aa + Ba = const. 


et menons une ligne quelconque s fermée sur cette surface. Soient Sı , S2 , $3 les projections de cette 
ligne sur les plans coordonnées, et supposons que nous étendions les trois intégrales (4) aux aires 


O1» O2, O3 renfermées dans ces projections. A lors la somme des irois intégrales (4) ne changera pas 
en déplaçant et en déformant la ligne s sur la surface (5). . 
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La démonstration de ce théorème ne présente pas de difficultés. Il donne évidemment 
une extension du théorème élémentaire de trigonométrie par l’emploi des fonctions de lignes. 
Le remarque la plus intéressante à faire est que la surface algébrique constitue une liaison 
algébrique entre les trois ligne dont dépendent les trois intégrales. Ce théorème peut bien se 
généraliser. 


Voir VOLTERRA, Un teorema sugli integrali multipli. «Atti della R. Accad. di Torino », 
1897. [In queste « Opere »: vol. II, XXV, pp. 329-335]. ` 
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